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Chapter 1

恒星模型的构建

1.1 球对称体系的质量元描述：质量连续性方程

半径 r，单位时间内 dt 内的质量变化（Euler 描述），半径变化以及单位时间进出的物质
引起质量变化

dm = 4πr2ρdr − 4πr2ρvdt

于是
∂m

∂r
= 4πr2ρ,

∂m

∂t
= −4πr2ρv

为建立联系，第一式对 t 偏导，第二式对 r 偏导，取等得到关系

∂ρ

∂t
= − 1

r2
∂(ρr2v)

∂r
⇒ ∂ρ

∂t
= −∇ · (ρv)

这就是流体力学中最基本的质量连续性方程。恒星演化收缩时用 Lagrange 描述更方便，我们
希望追踪固定质量对应的变化半径，换 ρ = ρ(m, t), r = r(m, t)。例如你坐火车返校，你待在
哈尔滨，从凌晨待到下午，温度本来就会发生改变，火车瞬移到南京，你顶着温度计作为随体
温度也发生变化。这个例子说明在拉格朗日表述下，要考虑自身导致变化以及背景变化导致变
化。利用复合函数链式求导法则，有随体导数

∂

∂m
=

∂

∂r
· ∂r

∂m(
∂

∂t

)
m

=
∂

∂r
·
(
∂r

∂t

)
m

+

(
∂

∂t

)
r

且
∂r

∂m
=

1

4πr2ρ

5
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1.2 流体静力学平衡

流体静力学平衡的“支持力”是由流体压强提供的。考虑一个壳层，其引力

dFg = −ρ
Gm

r2
drdA

同时
dFp = [P (r)− P (r + dr)]dA ≃ dP

dr drdA

牛顿第二定律

ρdrdAd2r

dt2 = dFg + dFp

整理可得

ρ
d2r

dt2 = −ρ
Gm

r2
− dP

dr
当流体静力学平衡，加速度为 0，即

−ρ
Gm

r2
=

dP
dr

于是有
dP
dm = − Gm

4πr4

如果压强突然消失，则自由下落

ρ
d2r

dt2 = −ρ
Gm

r2
− dP

dr ⇒ R

τ 2
ff

=
GM

R2

自由下落时标

τff =

√
R3

GM
∼ 1

2
(Gρ̄)−

1
2 = 30min

(
R

R⊙

)3/2(
M

M⊙

)−1/2

如果引力突然消失
R

τ 2
expl

=
P

ρR

爆炸时标

τexpl ≈ R

√
ρ

P

当代入一颗稳定恒星的参数时，自由下落时标应当等于爆炸时标
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1.3 Virial 定理：判断自引力系统稳定性

定义引力能

Ω = −
∫ R

0

Gm

r
4πr2ρdr = −4π

∫ R

0

Gmrρdr

这里 ρ 为 r 的函数，无法继续求解，利用我们已经得到的流体力学方程，有

Ω = 4π

∫ R

0

dP
dr r

3dr = 4πPr3 |R0 − 3

∫ R

0

P4πr2dr = −3

∫ M

0

P

ρ
dm

热力学中有理想气体状态方程

P = ρ(Cp − CV )T = ρ(γ − 1)CvT

其中
cp =

5

2

kB
µmu

, cv =
3

2

kB
µmu

, γ =
cp
cv

于是
Ω = −3(γ − 1)U

系统总能量
W = Ω+ U =

3γ − 4

3(γ − 1)
Ω

当总能量为正，对小扰动抗性弱，不稳定

1.4 混合物质

混合物质长时间混在一起，我们可以认为达到相同温度，但

P =
∑
i

Pi =
∑
i

nikBT

某种元素 j 核电荷数 Zj，核子数 AJ，质量分数 Xj。元素 j 的原子数密度

nj =
ρXj

Ajmu

常考虑完全电离情况，此时贡献的总粒子数中还要加入电子，为 Zj + 1 于是

P =
∑
j

ρXj
Zj + 1

Ajmu

kBT =
ρkBT

µmu
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其中 µ 为平均每个粒子对应的质量数，于是

µ−1 =
∑
j

Xj
Zj + 1

Aj

⇒ µ−1 ≃ 2X +
3

4
Y +

1

2
Z

这里 X,Y, Z 分别相应氢、氦及金属元素。上面的电子是不贡献质量的。而如果我们指定要求
平均每个电子对应的质量数 µe，只需要去除质子，体现在 +1 中，同理有

µ−1
e ≃ 1

1
X +

2

4
Y +

1

2
Z = X +

1

2
Y +

1

2
(1−X − Y ) =

1 +X

2

故
µe ≃

2

1 +X

1.5 理想气体

由热力学中相关知识，数密度

n =

∫ ∞

0

n(p)dp

内能密度

U =

∫ ∞

0

ϵpn(p) = n⟨ϵp⟩

压强则考虑粒子于壁的反射
∆t =

L

v cos θ
∆p = 2mv cos θ

Fs =
2mv2 cos2 θ

L

受力

Ftot = 2π

∫ π
2

0

Fs
N

4π
sin θdθ =

Nmv2

3L

于是压强
P =

Ftot

A

这里的推导假设速度是一样的，其实还可以服从一定的分布

P =
1

3

∫ ∞

0

pvpn(p)dp =
1

3
n⟨pvp⟩

而对于相对论性能量
ϵ2 = p2c2 +m2c4
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粒子动能
ϵp = ϵ−mc2

速度

vp =
∂ϵ

∂p
=

pc2

ϵ

现在我们来考察压强与内能密度的关系非相对论性极限

P =
1

3
nm⟨v2⟩ = 2

3

1

2
nm⟨v2⟩ = 2

3
u

这里没有代入任何的速度分布，而对于极端相对论极限 v ∼ c，代入 ϵp = pc，有

P =
1

3
u

若选取麦克斯韦分布，即可推出理想气体状态方程

P = nkT

定义单位质量内能密度 U = u/ρ, 1
ρ
= V , 于是

U =
3

2

P

ρ
=

3

2

kBT

µmu

, PV =
kB
µmu

T

在绝热过程中，dQ = 0，热力学第一定律改写为

cV dT = −PdV

两面同时除以 PV

cV

(
dP
P

+
dV
V

)
= − kB

µmu

dV
V

= (cV − cp)
dV
V

也即
dP
P

= −γ
dV
V

= γ
dρ
ρ

于是有 (
∂ lnP

∂ lnT

)
s

=
γ

γ − 1
,

(
∂ lnT

∂ ln ρ

)
s

= γ − 1

1.6 费米气体与玻色气体

由量子力学测不准原理
∆x∆p ≥ h ⇒ ∆V∆3p ≥ h3



CHAPTER 1. 恒星模型的构建 10

对应在相空间动量空间中的最小单元，于是态密度

g(p)dp = gs
V

h3
4πp2dp

对于费米气体和玻色气体，分布分别为

fFD(ϵp) =
1

e(ϵ−µ)/kT + 1

fBE(ϵp) =
1

e(ϵ−µ)/kT − 1

其中 µ 为化学势，代表往体系增加粒子所要付出的代价。对于费米气体，零温时是我们熟悉的
情况，分布变为阶跃函数，可计算得到费米动量

pF = h

(
3

8π
ne

)1/3

而对于光子，粒子数不守恒，µ 取 0，形式上与黑体谱十分类似. 综合考虑，实际的分布为
g(p) · f(p).

1.6.1 简并气体

对于完全简并非相对论极限下

Pe =
2

3

∫ pF

0

8πp2

h3

p2

2me

dp =
h2

20me

(
3

π

)2/3

n5/3
e , P =

2

5
nEF

相对论下

Pe =
1

3

∫ pF

0

8πcp3

h3
dp =

hc

8

(
3

π

)1/3

n4/3
e , P =

1

4
nEF

1.6.2 光子气体

n(p)dp =
2

h3

1

eεp/kT − 1
4πp2dp

nph =

∫ ∞

0

n(p)dp = bT 3

Urad =

∫ ∞

o

pcn(p)dp =
8πk4T 4

h3c3

∫ ∞

0

x3dx
ex − 1

= aT 4

其中∫ ∞

0

x3dx
ex − 1

=

∫ ∞

0

x3e−xdx
−e−x + 1

=

∫ ∞

0

x3

∞∑
n=1

e−nxdx =
∞∑

n=1

∫ ∞

0

x3e−nxdx =
∞∑

n=1

6

n4
=

π4

15
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这里最后的级数 S =
∞∑

n=1

1

n4
可考虑用留数求解，考虑

f(z) =
1

z4

则有

2S =
−1∑
−∞

+
+∞∑
n=1

1

n4
= −{πf(z) cotπz在f(z)各极点留数之和} = − lim

z→0

(πz/ tanπz)(4)

4!
=

π4

45

即

S =
π4

90

于是

a =
8π5k4

15h3c3
= 7.56× 10−15erg · cm−3 ·K−4

则辐射压强
Prad =

1

3
aT 4

其实这就是我们熟知的黑体辐射，另外的，对于能谱形状符合黑体，但能量密度低于 aT 4 的
辐射，称为灰体辐射。CMB 膨胀，但我们处于内部观察仍是黑体，绝热膨胀，只是温度不断
降低。但从外部看太阳膨胀，绝热膨胀，是灰体辐射.

1.7 多方球模型

1.7.1 Lane-Emden 方程

有了之前的准备，我们可以着手恒星模型的构建。所谓的恒星结构，转化为实际问题即给
定质量 m，导出包含此质量的恒星半径为多少，以及该处压强为多少？
暂时不考虑温度梯度与光度梯度等，我们已经知道的基本的、不依赖于时间的恒星结构公

式有
∂r

∂m
=

1

4πr2ρ

dP
dr = −Gmρ

r2

于是
dP
dm = − Gm

4πr4

两个方程有三个未知数，如果利用状态方程又引入了新的参数温度 T，且考虑进温度梯度、能
量梯度等一系列基本方程以及相应本构关系，必须使用数值解来“构建”恒星模型，在不参考
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其他方程情况下，以上两个方程可同时求解，正常情况下，温度和成分通常以复杂的方式进入
压强状态公式，但在某些情况下，例如对于绝热气体压强可以明确地、独立地用密度表示。经
过经验总结，人们构建了假想的多方球模型，约束

P = Kργ

流体静力学平衡方程改写

d
dr

(
r2

ρ

dP
dr

)
= −G

dm
dr = −4πGr2ρ

为简化计算，记 γ = 1 +
1

n
，ρ = ρcθ

n，n 称为多方指数，代入简化为

(n+ 1)Kρ
1/n−1
c

4πG

1

r2
d
dr

(
r2

dθ
dr

)
= −θn

继续引入无量纲系数

r = αξ α2 =
(n+ 1)Kρ

1/n−1
c

4πG

得到著名的 Lane-Emden 方程
1

ξ2
d
dξ

(
ξ2

dθ
dξ

)
= −θn

给出无量纲数 θ = θn(ξ)（称为 Lane-Emden 函数），直接给出密度随半径的关系 ρn(r)，由多
方状态公式提供了压强轮廓。此外假设理想气体定律和辐射压强相应的物质成分恒定，则温度
轮廓 T (r) 也可以得到
为了实际求解该二阶微分方程，必须采用两个边界条件以指定两个待定积分常数，假设恒

星外边界为压强变为 0 的位置，同时相应气体密度也为 0，那么表面处 ξ = ξ1 方便的有

θn(ξ) = 0

接下来考虑中心处，对于 δ → 0，即无限趋于中心的情况，半径 δ 区域内包含质量

m(δ) =
4π

3
ρ̄δ3 ⇒ dP

dr = −4π

3
Gρ̄2δ → 0

而多方状态关系 P = Kρ1+1/n，故近中心处有

dρ
dr → 0

这意味着中心边界条件
dθ
dξ → 0, ξ → 0

另外，我们约定 θ(0) = 1，这是对无量纲系数 θ 的归一化，这样 ρc 就恰好表示了恒星中心密
度
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1.7.2 重要物理量的表示

参数 ξ 对应半径内包含质量

m(ξ) =

∫ αξ

0

4πr2ρdr = 4πα3ρc

∫ ξ

0

ξ2θnn dξ = −4πα3ρc

∫ ξ

0

d
dξ

(
ξ2

dθn
dξ

)
dξ = −4πα3ρcξ

2 dθn
dξ

其中第三个等号利用了 Lane-Emden 方程。同时恒星半径

R =

[
(n+ 1)Kρ

1/n−1
c

4πG

]1/2
ξ1 = αξ1

于是

ρc = −

ξ3 1

dθn
dξ


ξ=ξ1

M
4

3
πR3

压强

1.7.3 三个解析解

经过检验，Lane-Emden 方程只有三个解析解，分别为 n = 0, 1, 5 的情况。当 n = 0,

1

ξ2
d
dξ

(
ξ2

dθ
dξ

)
= −1, θ(0) = 1 ⇒ θ(ξ) = 1− ξ2

6
, ξ =

√
6

当 n = 1，
1

ξ2
d
dξ

(
ξ2

dθ
dξ

)
= −θ ⇒ d2θ

dξ2 +
2

ξ

dθ
dξ + θ = 0

令 u = ξθ，方程化简为简谐方程

d2u

dξ2 + u = 0 ⇒ u(ξ) = A sin ξ +B cos ξ ⇒ θ(ξ) =
A sin ξ +B cos ξ

ξ

中心处 ξ → 0, 为避免发散 B = 0,θ(0) = 1 得到 A = 1，此时导数

dθ
dξ =

cos ξ · ξ − sin ξ

ξ2
→ 0

合乎要求，且 ξ1 = π.
最后，当 n = 5 时，

1

ξ2
d
dξ

(
ξ2

dθ
dξ

)
= −θ5 ⇒ d2θ

dξ2 +
2

ξ

dθ
dξ = −θ5
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由边界条件，可设偶函数幂级数解

θ(ξ) = 1 + a2ξ
2 + a4ξ

4 + a6ξ
6 + · · ·

计算各阶导数并代入方程，左侧右侧分别展开至四阶并比较系数

6a2 + 20a4ξ
2 + 42a6ξ

4 + · · ·

−1− 5a2ξ
2 −

(
5a4 + 10a22

)
ξ4 + · · ·

于是
a2 = −1

6
, a4 =

1

24
, a6 = − 5

432
, · · ·

相邻系数比例关系似乎有着某种关系，交替且带有阶乘痕迹，可考虑试探解 θ(ξ) = (1 +Bξ2)
p

解得

θ(ξ) =

(
1 +

ξ2

3

)−1/2

符合所有边界条件，且此时 ξ1 → ∞，作为数学模型是解析的，但此时已不具有物理意义.

1.7.4 数值解

见https://zhuanlan.zhihu.com/p/2584388594
采用 Monte Carlo 方法解 Lane-Emden 方程 (https://arxiv.org/pdf/2211.08356)

d2θ

dξ2 = −2

ξ

dθ
dξ + f(θ, ξ), f(θ, ξ) = −θn

遵循如下程序
1. 降阶

θ = y1(ξ)

dy1
dξ = y2(ξ)

得到
dy2
dξ = −2

ξ
y2(ξ) + f(y1, ξ) = g(y2, y1, ξ)

2. 分割 [0, ξf ] 为小的 ∆ξ = 10−3 块，ξf 是 y1 的第一个零点
3. 从 ξi 到 ξi+1 的均匀分布产生随机样本，样本量 M = 1e6

4. 初始值 ξ → 0, y1 → 1, y2 → 0

5.

y2(ξi+1) = y2(ξi) +
ξi+1 − ξi

M

M∑
k=1

g(y2(ξi), y1(ξi), ξk)

https://zhuanlan.zhihu.com/p/2584388594
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6.
y1(ξi+1) = y1(ξi) + ∆ξy2(ξi+1)

7.
ξi+1 − ξi = ∆ξ

8. 重复步骤 3-7，直到 ξi+1 = ξf

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Lane-Emden 方程的参数
n = 3 # 设置 n 自己改
delta_xi = 1e-4 # 步长
M = int(1e4) # 随机样本量 #1e6 把电脑搞爆了 换 1e3 吧

# 初始化
xi = 0 # 从 xi=0 开始
y1 = 1 # y1(0) = �(0) = 1
y2 = 0 # y2(0) = �'(0) = 0

# 设置停止条件和阈值
threshold = 1e-18
xi_values = []
y1_values = []
y2_values = []

def g(y2, y1, xi):
""" 计算 g(y2, y1, xi) = -((2/xi) * y2) - y1^n"""
if (xi.any() == 0):

return -1 # 避免除以零
return -2 / xi * y2 - y1**n

#print(1)# 检查点
k=1
# 计算解
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while y1 > threshold: # 循环直到 y1 小于给定的阈值
xi_values.append(xi)
y1_values.append(y1)
y2_values.append(y2)

# 均匀分布随机样本
xi_samples = np.random.uniform(xi, xi + delta_xi, M)

# 计算 g 的平均值
avg_g = np.mean(g(y2, y1, xi_samples))

# 更新 y2 和 y1
y2 = y2 + (delta_xi ) * avg_g
y1 = y1 + delta_xi * y2

# 更新 xi
xi += delta_xi
k=k+1
#print(k) 反转了 我不输出这个就不会爆
if(k==1e6):

break

# 输出结果
ratio=-xi_f/(3*y2)
print("n=",n," 时")
print(f"xi_f: {xi_f:.6f}",f"rho_c/mean_rho:{ratio:.6f}")

# 绘图
plt.plot(xi_values, y1_values, label='y1 (�)')
plt.xlabel('�')
plt.ylabel('y1 (�)')
plt.title(f'Lane-Emden Equation Solution (n={n})')
plt.axhline(0, color='black', lw=0.5, ls='--')
plt.axvline(0, color='black', lw=0.5, ls='--')
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plt.legend()
plt.grid()
plt.show()

上面代码里有空的都是希腊字母字符在 minted 环境里吞掉了。精度还挺不错的，就是有点慢，
输出结果

========== RESTART: C:\Users\86134\Documents\PYworkplace\lane-emden.py =========
n= 0 时 rho_c/mean_rho:0.999980
xi_f: 2.449400

========== RESTART: C:\Users\86134\Documents\PYworkplace\lane-emden.py =========
n= 0.5 时
xi_f: 2.752700 rho_c/mean_rho:1.835227
========== RESTART: C:\Users\86134\Documents\PYworkplace\lane-emden.py =========
n= 1 时
xi_f: 3.141600 rho_c/mean_rho:3.290043
========== RESTART: C:\Users\86134\Documents\PYworkplace\lane-emden.py =========
n= 1.5 时
xi_f: 3.653800 rho_c/mean_rho:5.991219
========== RESTART: C:\Users\86134\Documents\PYworkplace\lane-emden.py =========
n= 2 时
xi_f: 4.352900 rho_c/mean_rho:11.403302
========== RESTART: C:\Users\86134\Documents\PYworkplace\lane-emden.py =========
n= 2.5 时
xi_f: 5.355400 rho_c/mean_rho:23.409251
========== RESTART: C:\Users\86134\Documents\PYworkplace\lane-emden.py =========
n= 3 时
xi_f: 6.897200 rho_c/mean_rho:54.193386
========== RESTART: C:\Users\86134\Documents\PYworkplace\lane-emden.py =========
n= 3.5 时
xi_f: 9.536600 rho_c/mean_rho:152.928891
========== RESTART: C:\Users\86134\Documents\PYworkplace\lane-emden.py =========
n= 4 时
xi_f: 14.973800 rho_c/mean_rho:622.714319
========== RESTART: C:\Users\86134\Documents\PYworkplace\lane-emden.py =========
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n= 4.5 时
xi_f: 31.846600 rho_c/mean_rho:6195.578486

1.7.5 讨论

n = 0, γ = ∞

此时 ρ = ρc，为均匀密度球

n = ∞, γ = 1

此时 P = Kρ ∝ ρ，为等温球

n = 3
2
, γ = 5

3

简并气体，绝热，非相对论极限

df
dr

∣∣∣∣
r=R

= −A
2mpGM

R2
= −

Mm2
p

R2

(
16

3π

)2(
2mpmeG

h̄2

)3

g=fR4

ξ=r/R⇒ dg
dξ

∣∣∣∣
ξ=1

= −Mm2
pR

3

(
16

3π

)2(
2mpmeG

h̄2

)3

,
d2(gξ)

dξ2 + ξg
3
2 = 0

若边界处 g 的行为已知且导函数为常数，可得到著名的白矮星质量-半径关系

R ∝ M− 1
3

查表得到 −
(
r5 df

dr
)
r=rf

= 132.38 MR3 = 2.684× 1051kg

n = 3, γ = 4
3

光压占主导，绝热，相对论极限

1

r2
d
dr (r

2 df
dr ) + f3 = 0, f =

√
16Gm2

p

3π(h̄c)3
µe

且
df
dr

∣∣∣∣
r=R

= −2m2
pM

√
16

3π

(
G

h̄c

) 3
2 1

R2

h=Rf

ξ=r/R⇒ dh
dξ

∣∣∣∣
ξ=ξf

= −2m2
pM

√
16

3π

(
G

h̄c

) 3
2

,
1

ξ2
d
dξ (ξ

2 dh
dξ ) + h3 = 0
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若边界处 h 的行为已知且导函数为常数，有意思的是这里的边界条件在无量纲化后与 R 无关
了！不过我们解还是用有量纲的 r 的方程，剩下的同样交给计算机数值解，与上同理，得到
= −

(
r2 df

dr
)
r=rf

= 2.018,于是可以得到 M = 2.85× 1030kg = 1.44M⊙，这正是 Chandrasekhar
极限！
一般地，

Mch = 5.836µ−2
e M⊙

氦核与金属白矮星 µe = 2

1.7.6 多方模型下的恒星自引力势

Kippenhahn 教科书 19.9
自引力势 Ω，在分壳层逐个向外计算对除壳层外部分引力势时，每一部分被计算两次，于

是
Ω =

1

2

∫
ϕ(m)dm

且
∇ϕ = −GM

r2

由流体静力学条件
dP
dr = −Gmρ

r2

故
dϕ
dr = −1

ρ

dP
dr = −(1 +

1

n
)
K

ρ
ρ

1
n

dρ
dr = −(n+ 1)K

dρ
1
n

dr
从某个半径 r 到恒星表面积分，于是

ϕ(R)− ϕ(r) = (n+ 1)Kρ
1
n (r) = (n+ 1)

P

ρ

对质量从 0 到 M 积分，恒星表面引力势已经为常数 −GM
R
，故

−GM2

R
− 2Ω = −1

3
(n+ 1)Ω ⇒ Ω =

3GM2

(5− n)R

W = Ω+ U = Ω− 1

3(γ − 1)
Ω =

3γ − 4

3(γ − 1)
Ω

当 γ < 4
3
，则动力学不稳定
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1.8 能量输运

1.8.1 能量守恒方程

还有一种机制使得热被保持从而保持压强梯度，从而保持静止
考虑一个壳层 ∆m，单位时间通过球面能量为 l(m)，则外 shell 相应 l(m+∆m)，壳层热

量释放，考虑单位质量物质核能产生以及单位质量物质中微子能损，以 ϵ 作为比率，故

∆q = (lm)∆t− l(m+∆m)∆t+ ϵnuc∆m∆t− ϵν∆m∆t

则单位质量产能

δQ =

(
ϵnuc − ϵν −

∂l

∂m

)
δt

由热力学第一定律
dQ = du+ Pdv = du− P

ρ2
dρ

于是
∂l

∂m
= ϵnuc − ϵν −

∂u

∂t
+

P

ρ2
∂ρ

∂t
:= ϵnuc − ϵν + ϵgr

ϵgr > 0，壳层释放能量；ϵgr < 0，壳层吸收能量. 对质量积分∫ M

0

ϵnuc − ϵνdm = Lnuc − Lν

这个光度与我们常说太阳光度有所不同，尽管都是单位时间通过面的辐射强度，但不一定是以
光速直线传播，也可能含有对流/扩散等等

1.8.2 扩散机制

扩散是光子或气体粒子（电子/离子）的随机行走，引入平均自由程（平均走多久发生散
射）λ，碰撞截面 σ，碰撞前数密度 n，则 λσn 表示走过体积 λσ 会发生一次散射，则

λ =
1

nσ

若以电子为主要散射体，换用质量密度

λ =
1
σ

µemu
ρ
:=

1

κρ

其中 κ 称为不透明度随机游走 N 步后位移大小

L =

√
(⃗l1 + l⃗2 + · · ·+ l⃗N ) =

√∑
i

l2i + 2
∑
i<j

lilj cos θij =
√

Nλ2 + 2λ2
∑
i<j

cos θij
N→∞→

√
Nλ
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这个结论有广泛的应用，特别是在统计意义上
而对流是气体粒子的整体运动，通常具有宏观的速度梯度，就算是杂乱无章的湍流也是粒

子的一中集体行为
现在考虑单位时间通过单位面积的粒子数，即流量 J . 单位立体角中，在一步平均自由程

内，能与 z 轴夹 θ 角通过垂直 z 轴的面 dA 的粒子是属于体积 λ cos θdA 集合中点，粒子数
n(z − λ cos θ)λ cos θdA 单位面积单位时间，则除去 dAλ

v
，再对所有方向积分，于是

J =
1

4π

∫ 2π

0

∫ π

0

n(z − λ cos θ)v cos θ sin θdθdφ

对 n 泰勒展开近似到一阶

J =
1

4π

∫ 2π

0

∫ π

0

[n(z)−∂n

∂z
λ cos θ)]v cos θ sin θdθdφ = − 1

4π
λ

∫ 2π

0

∫ π

0

v
∂n

∂z
cos2 θ sin θdθdφ = −1

3
v̄λ

∂n

∂z

定义扩散系数 D = 1
3
v̄λ，则将每个粒子净能量叠加，可推知

F = −D∇U = −DCV ∇T = −K∇T

K 称为传导系数
套用到光子上，v̄ = c 则由于光子自身扩散带来流量，即辐射

Krad =
4

3

acT 3

κρ

又
F =

l

4πr2

得到
dT
dr = − 3κρl

16πacr2T 3
⇒ dT

dm = − 3

64π2ac

κl

r4T 3

又
dT
dm =

dP
dm · dT

dP = − Gm

4πr4
T

P
· d logT

d logP
我们可以定义量

∇rad =

(
d logT
d logP

)
rad

=
3

16πacG

κlP

mT 4

未来在对流的讨论中我们会频繁使用这个物理量，它表示在辐射平衡条件下，温度随压强变化
的对数梯度。具体来说，描述了当能量完全通过辐射扩散（而非对流）传输时，恒星或流体层
中的温度随深度（压强增加方向）的变化率。
除了辐射机制外，还有一种热传导机制，不是光子扩散而是恒星原物质扩散，如电子

F = Frad + Fcd = −(Krad +Kcd)∇T
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在极端相对论情况下，有
1

κ
∼ 1

κrad

+
1

κcd

通常物质扩散可被忽略，但对于部分简并星，热传导可能比辐射更重要，因为由泡利不相容原
理，简并程度太高能级往上堆积达到相对论程度，且众多状态数被占据，要找到容纳它的状态
迫使其有更长的平均自由程

1.8.3 Rosseland 平均光深

光子能量其实并非都相等（频率非单色），要刻画总的能流，我们现在需要描述随光子频
率的依赖关系

Fv = −Dv∇Uv = −Dv
∂Uv

∂T
∇T, Dv =

1

3
cℓv =

c

3κvρ

对所有频率积分

F = −
[
c

3ρ

∫ ∞

0

1

κv

∂Uv

∂T
dv
]
∇T := −Krad∇T, Uv =

8πh

c3
v3

ehv/kT − 1

1.8.4 Eddington 光度

考虑光子压的压强梯度

dPrad

dr = −4

3
aT 3 dT

dr = − κρ

4πc

l

r2

需要小于流体静力学平衡梯度∣∣∣∣dPrad

dr

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣(dP
dr

)
HE

∣∣∣∣⇒ κρ

4πc

l

r2
<

Gmρ

r2

即
l <

4πcGm

κ
= lEdd

这是通过辐射可以输运的最大光度，否则光子压将使得恒星“吹飞”不稳定。比如大质量恒星
的表面形成的星风驱动物质流失，但内部整体上还是流体静力学平衡的.
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1.8.5 对流机制

为了输运更大的光度，我们需要另外的方式来输运能量. 恒星内部，考虑一个质量微元，
赋予微扰 r → r +∆r，外界压强与密度 (P1, ρ1) → (P2, ρ2)，绝热缓变上升过程中，压强始终
保持平衡，但密度却不会随变，接下来微元将往回落还是继续上升，取决于其所受的浮力. 若
ρe < ρ2，更轻则会继续上升，发生对流，反之则扰动被回复，不发生对流.绝热条件下 P = Cργ

δP = Cγ
ργ

ρ
δρ ⇒ δP

P
= γ

δρ

ρ

且
δPe = P2 − P1 =

dP
dr ∆r

稳定条件为 ρe > ρ2，得到
d log ρ
d logP >

1

γad

利用这一关系我们可以直观地画图分析
设 P = P0ρ

XT Y µZ，取对数求导

dP
P

= X
dT
T

+ Y
dρ
ρ

+ Z
dµ
µ
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则

X =

(
∂ lnP

∂ lnT

)
ρ,Xi

Y =

(
∂ lnP

∂ ln ρ

)
T,Xi

Z =

(
∂ lnP

∂ lnµ

)
ρ,T

于是
d ln ρ

d ln p
=

1

X

(
1− Y

d lnT

d lnP
− Z

d lnµ

d lnP

)
:=

1

X
(1− Y∇− Z∇µ)

于是稳定性条件改写为

1

X
(1− Y∇− Z∇µ) >

1

X
(1− Y∇ad) ⇒ ∇ < ∇ad −

Y

Z
∇µ

得到 Ledoux 判据
∇ < ∇ad −

Y

Z
∇µ

若在环境化学成分无变化的简化情况下，则为 Schwarzschild 判据

∇ < ∇ad

当辐射占主导时 ∇ = ∇rad。要发生对流，则关系取反，由 Schwarzschild 判据

∇rad =
3

16πacG

P

T 4

κl

m
> ∇ad

容易发生对流处有
1. 较大的不透明度 κ(较小质量恒星的外层）
2. 较大的 l/m （较大质量恒星的核心）
3. 较大的 P/T 4 ∼ ρ/T 3 （较冷/小质量恒星的外层）
4. 较小的 ∇ad （部分电离区域-较冷/小质量恒星的外层，大质量恒星的表层也会存在部

分电离区域）
据此，接下来我们讨论恒星哪些部分会发生对流
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图 1.1: 大质量恒星中心对流区外层辐射区，小质量整体对流，中等质量恒星中心辐射区外层
对流区

1.9 对流如何输运——混合长理论

如果温度梯度变得太陡，则对流可以开始在能量传输中起到重要作用。从物理上讲，对流
涉及物质运动：热的物质块向上移动，而较冷的、密度较大的物质块下沉。不幸的是，在宏观
上看，对流是一种比辐射复杂得多的现象。事实上，在恒星环境中，还没有真正令人满意的方
法来充分描述它。流体力学是描述气体和液体运动的物理学领域，它依赖于一组复杂的三维公
式，即 Navier-Stokes 方程。然而，在很大程度上由于当前计算能力的限制，大多数恒星结构
的计算代码是一维的（仅依赖于 r）。因此，有必要用一维现象学理论来近似一个明确的三维
过程。当恒星中存在对流时，情况变得更加复杂，它通常是相当湍急的，需要详细理解所涉及
的黏性（流体摩擦）和热耗散。此外，对流的特征长度尺度，通常以压强标高来表示，它常常
与恒星的大小相当。最后，对流的时标取为对流体元行进一个特征距离所需的时间量，它在某
些情况下近似等于恒星结构变化的时标，这意味着对流与恒星的动力学行为有很强的耦合。这
些错综复杂的情况对恒星行为的影响还没有从根本上知晓。幸运的是，我们可以采取一个较为
粗糙的近似去理解其中的物理过程。基本理解是质量微元走 lm 后溶解在周围环境中，称为混
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合长，认为混合长与压力标高量级是相当的，压力标高定义为

HP =

∣∣∣∣ dr
d lnP

∣∣∣∣ = P

ρg
, g =

GM

R2

其可以估计恒星中对流区域的大小
与周围溶解相当于将能量贡献给周围温度梯度

dT
dr = T

d lnT

dr = T
lnT

d lnP

d lnP

dr = − T

HP

∇

发生溶解时，将发生能量混合 (此前为绝热过程)，起始温度差异 (注意这里的 ∆ 表示差值而
不是微分！这里第二步相当于在上升前点泰勒展开，此时初始温度相等，保留一阶项)

∆T = Te − Ts = ∆

(
dT
dr

)
ℓm = T

ℓm
HP

(∇−∇ad)

单位时间通过单位面积的能量

Fconv = vc∆t∆Aρ∆U
1

∆A∆t
= vcρcP∆T

平均速度可以从作用在微团上每单位体积净力求出，假设理想气体并假设 µ 常数

δP =
P

ρ
δρ+

P

T
δT

而微团始终与环境压强相等，于是
δρ = − ρ

T
δT

则净力 (浮力减去引力)
fnet = −δρ · g =

ρg

T
δT

取平均，浮力在距离 ℓ 每单位体积做功转化为气泡动能，最终

vc ≈
√

1

2
ℓmg

∆T

T
≈

√
ℓ2mg

2HP

(∇−∇ad)

对流过程不仅输运能量，也带来了物质的混合.
关于能量的输运一言以蔽之，在恒星内部有三种不同的能量传输机制。辐射允许由核反应

和引力产生的能量经由光子被携带到表面，光子在遇到物质时被吸收并以近乎随机的方向重新
发射。正如人们所预料的那样，这表明物质的不透明度必定起着重要作用。在恒星的许多区域，
对流可以是一种非常有效的传输机制，热的、上浮的质量体元携带额外的能量向外移动，而冷
的体元则向内下沉。最后，传导则通过粒子之间的碰撞传输热量。虽然在某些恒星环境中传导
可以起到重要作用，但是在大多数恒星一生中的绝大多数阶段，它通常是不重要的。
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现在我们估算对流输运能量所需要的温度梯度, 换密度为平均密度 3M/4πR3，cpT ≈
5GM/2R,

√
gHp =

√
P/ρ ∼

√
GM/R，于是

Fconv ∼ M

R3

(
GM

R

) 3
2

(∇−∇ad)
3
2 ∼ L

R3

其中用到

∇−∇ad ∼
(
LR

M

)
R

GM
∼ 10−8

则温度梯度
dT
dm = − Gm

4πr4
T

P
∇, ∇ ∼ ∇ad

理想气体下，∇ = 0.4. 现在我们来看速度

vc =

√
P

ρ
(∇−∇ad)

1
2

为亚声速 (声速是一种调节机制)，对流速度较慢，因此整体上压强能与外界保持平衡. 取物质
混合的时标 τmix，其远小于热力学时标 τKH 和核燃烧的时标 τnuc，因此是一个短时标的物质
交换，不会破坏恒星整体结构，流体静力学近似成立. 考虑对流后，对流主导区域化学成分较
为均匀，为恒星不断补充核燃烧的燃料，延长主序
对流过冲 (overshooting)，由于非局部对流效应，太阳和恒星的对流层中的对流运动从局

部对流不稳定区穿过对流不稳定边界，贯穿进入局部对流稳定区的现象，对恒星内部物质混合
交换起到重要作用. 半对流 (semi-convection) 满足史瓦西判据但不满足勒都判据.

1.10 能量产生

核物理中，我们约定反应
A+ a → Y + y

记为 A(a, y)Y，反应过程要求电荷数守恒，质量数守恒，例如

12C +1 H → γ +13 N

记为 12C(p, γ)13N . 注意，质量数守恒并不意味着质量守恒，事实上，核反应能量就来源于质
量亏损

Q = c2[∆m(A) + ∆m(a)−∆m(Y )−∆m(y)]

常用常数 muc
2 = 931.494MeV. 核结合能定义为

EB,i = [(Ai − Zi)mn + Zimp −mi] c
2
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较为稳定的核素中，铁的平均结合能最大，这也是为什么恒星一般达到铁核便停止核反应.(实
际上镍的平均结合能就比 56Fe 大). 要研究核反应，就牵扯到反应截面与反应速率, 反应截面
定义为

σ =
单位时间靶粒子反应数

单位时间单位面积入射粒子数

从经典的入射过程去理解这个定义，入射粒子均匀入射面积 A，
σ

A
=
反应粒子数
入射粒子数

，等号右边

同除时间 ∆，再将 A 移到等号右边分母处，恰好是我们上面的定义. 设单个入射粒子以速度 v

入射到数密度 n 的靶粒子中，扫过靶粒子数 N 有 N = v∆tσn, 单位时间反应数 q = σnv. 现
在扩展到多个粒子，单位体积内有 ni 个 i 粒子，nj 个 j 粒子，若为同种粒子还会重复计算。
于是核反应速率

rij =
1

1 + δij
ninj⟨σv⟩

不考虑相对论效应，在能量空间中求平均

⟨σv⟩ =
∫

σvn(v⃗)dv⃗ =

∫
σv
( m

2πkT

) 3
2 e−

mv2

2kT 4πv2dv =

∫
σ(E)

(
2E

m

) 3
2 ( m

2πkT

) 3
2 e− E

kT 4π

√
2

m

dE
2
√
E

即

⟨σv⟩ =
(

8

πm

) 1
2

(kT )−
3
2

∫ ∞

0

σ(E)Ee− E
kT dE

若考虑物质波，位置动量有一定不确定性

λ =
h

p

低速情况下是要大于经典半径的，发生关联的反应有效截面可用 πλ2 来量度.

1.11 伽莫夫峰

如果我们假设克服库仑势垒所需的能量由气体的热能提供，并且所有的粒子核都是非常随
机地运动的，那么可以估计出克服势垒所需的经典温度 T。由于气体中的所有粒子都是随机运
动的，参考两个原子核之间的相对速度 v 和它们的折合质量 (µm) 是适当的（注意，这里我们
不是指平均分子量 µ）。让我们折合质量的初始动能与势垒的势能相等，将给出经典的拐点。现
在，

1

2µm

v2 =
3

2
kTclassical =

1

4πϵ0

Z1Z2e
2

r
,



CHAPTER 1. 恒星模型的构建 29

其中，Tclassical 表示典型的粒子克服势垒所需的温度；Z1 和 Z2 是每个粒子核中的质子
数；r 是它们的分离距离。假设典型的原子核的半径在 1× 10−15 m 这个量级上，克服库仑势
垒所需的温度近似为

Tclassical =
Z1Z2e

2

6πϵ0kr
∼ 1010 K,

对应于两个质子之间的碰撞（Z1 = Z2 = 1）。然而，太阳的中心温度仅为 1.57× 107 K，远低
于这里所需的温度。即使考虑到 Maxwell-Boltzmann 分布表明气体中有大量粒子的速度超过
平均速度这个事实，经典物理学依然无法解释大量的粒子是如何能够克服库仑势垒从而产生太
阳观测到的光度的。

图 1.2: 势垒

说明用经典散射来刻画是不符合实际物理的. 用量子力学中效应来考虑，一个粒子与另一
个粒子碰撞时，其位置的不确定性可能很大，以至于碰撞的动能不足以克服经典库仑势阱，但
尽管如此，其中一个粒子仍可能存在于另一个粒子的强核力所限定的中心势阱中。这种量子力
学穿越效应没有经典的对应体。当然，势阱高度与粒子动能的比率越大，穿越的可能性就越小。
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采用 WKB 近似得到量子隧穿概率，才可计算得正确的反应效率.

P ∼ exp
(
−2

∫ rc

rn

√
2m [V (r)− E]

h̄
dr

)

这里的 P 表示穿越的概率，rc =
ZiZje

2

E
,rn ∼ A1/3R0, 考察积分∫ rc

rn

√
Z1Z2e2

r
− Edr =

∫ xc

xn

√
Z1Z2e2 − Ex22dx

积分公式有 ∫ √
a2 − x2 dx =

1

2

(
x
√
a2 − x2 + a2 arcsin x

a

)
+ C

这里恰有 rc =
ZiZje

2

E
, 舍去小量得到

P = P0 exp
{
− 1√

E
2π

ZiZje
2

h̄

(m
2

)1/2}
:= P0 exp(−bE− 1

2 )

将 S(E) 定义为能量的某个（我们希望是）缓变函数，我们现在可以将截面表示为：

σ(E) =
S(E)

E
e−bE−1/2

.

有

⟨σv⟩ =
(

8

πm

)1/2

(kT )−3/2

∫ ∞

0

S(E) exp
(
− E

kT
− b

E1/2

)
︸ ︷︷ ︸

f(E)

dE.

其中 e−E/(kT ) 项代表 Maxwell-Bol 分布的高能翼，而 e−bE−1/2

项来自穿透概率。，这两个因子
的乘积产生了一条很强的尖峰曲线，即以 George Gamow 之名命名的伽莫夫峰，该物理学家
首先研究了核坍缩穿透。在如下能量处出现曲线的顶部：

df
dE = 0 ⇒ E0 =

(
bkT

2

)2/3

作为伽莫夫峰的结果，对反应率积分的最大贡献出现在相当窄的能带中，该能带取决于气体的
温度，以及核反应成分的电荷和质量。峰值处记

f(E0) = exp(−τ), τ =
3E0

kT
= 19.72

(
Z2

i Z
2
jA

T7

)1/3
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图 1.3: 伽莫夫峰

用高斯函数近似拟合

f(E) ≈ f(E0) exp
[
−
(
E − E0

∆E

)2
]

作泰勒展开进行逐阶比对

f(E) = f(E0) + f ′(E0)(E − E0) +
1

2
f ′′(E0)(E − E0)

2 + · · ·

简化运算可采用对数求导法. 推得

∆E =

(
4E0kT

3

) 1
2

现在 ∫ ∞

0

f(E)dE ≈ e−τ

∫ ∞

0

exp
[
−
(
E − E0

∆E

)2
]
dE ≈ e−τ

√
π∆E

有

⟨σv⟩ ≈ 8

9

(
2

3m

)1/2
S(E0)

b
τ 2e−τ =

7.21× 105

ZiZjA

(
S(E0)

keV cm2

)
τ2e−τ ∝ 1

T 2/3
exp

(
− C

T 1/3

)
用幂律分段拟合

⟨σv⟩ = ⟨σv⟩0
(
T

T0

)ν

, ν =
∂ ln⟨σv⟩
∂ lnT

= −2

3
− C

∂T−1/3

∂ lnT
= −2

3
+

1

3
T−4/3TC =

τ − 2

3
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1.11.1 共振

然而，在某些情况下，S(E) 可以相当迅速地变化，在特定能量处达到峰值。这些能量对
应于原子核内的能级，类似于电子的轨道能级。正是入射粒子的能量与原子核内能级差之间的
共振导致了这些强峰。

ξ(E) ∝ 1

(E − E2
res) + (Γ/2)2

1.11.2 电子屏蔽

影响反应率的另一个因素是电子屏蔽。在恒星内部热核反应区，物质完全电离成等离子
体。带正电的原子核将吸引周围的自由电子，形成一个带负电的电子云将其包围。周围电子云
的存在部分地屏蔽原子核的库仑势垒，或者等效地使入射粒子的相对动能增大，其结果是使得
穿越势垒的粒子数量增加，从而使得热核反应的速率增大。由等离子体物理相关结论，德拜长
度

λD =

√
kBT

4πne2

平均而言，在恒星内部的高温下，当原子电离时释放出电子，它们会产生负电荷的“海洋”，会
部分隐藏靶核，减少其有效的正电荷。这种减少的正电荷的结果是使入射原子核面临一个较低
的库仑势垒和一个增强的反应率。通过列入电子屏蔽，有效库仑势变为

Ueff =
1

4πε0

Z1Z2e²
r

+ Us(r)

其中，Us(r) < 0 是电子屏蔽的贡献。电子屏蔽可以是显著的，有时可以将产生氦的反应增强
10%∼50%

1.12 元素组成与能量产生率

一个核反应进行的快慢由其反应速率决定。对于恒星内部发生的核反应来说，决定反应速
率的物理因素主要有两个：参与反应的两个粒子克服它们之间的库仑（Coulomb）势垒的概率，
以及进入核力范围后第三者发生碰撞的概率。前者与两个粒子间对运动的动能密切相关，后者
则取决于两个粒子所组成的复合系统的结构。
单位体积反应率

rij =
1

1 + δij
ninj⟨σv⟩

代入元素 ni =
Xiρ

Aimu

，有

rij =
1

(1 + δij)

ρ2XiXj

AiAjm2
u

⟨σv⟩ = 1

1 + δij

ρ2XiXj

AiAjm2
u

⟨σv⟩0
(
T

T0

)v
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于是我们可以定义核反应时标，反应发生显著核反应改变的特征时间

τij =
1

nj⟨σv⟩ij

严格的来说，要描述某粒子的变化量，除了反应损失外还有别的核反应的产生量，即

dni

dt = −
∑
j

(1 + δij) rij +
∑
k,l

rkl,i

不过我们一般忽略后者. 经过上述讨论，因此单位质量物质的核能产生率

ϵij =
Qijrij

ρ
=

Qij

(1 + δij)AiAjm2
u
ρXiXj⟨σv⟩ij =

qij
(1 + δij)Amu

ρXiXj⟨σv⟩ij

1.13 氢燃烧

氢是恒星中最丰富的元素，氢聚变为氦的反应也是恒星中最主要的能量来源。恒星中的氢
燃烧一般温度范围 8e6K-5e7K，在重子数守恒、轻子数守恒、电荷守恒的约束下，反应式

41H →4 He + 2e+ + 2νe

氢燃烧过程中氢质量分数变化从产能率反推，扣除中微子损失后

dXH

dt = −4AHmu
ϵ

Qeff
,

dX̄H

dt = − 1

M

∫ M

0

4AHmu
ϵ

Qeff
dm = −4AHmu

Q̄eff

Ls

M
, X̄ =

1

M

∫ M

0

XHdm

依照反应温度不同，氢燃烧一般有两个路径，pp chain 与 CNO cycle

1.13.1 pp chain

应用守恒定律，可以将氢转化为氦的反应链之一是第一质子-质子链 (PP I)。它涉及一个
反应序列，通过中间产物氘 (2H) 和氦-3(3He)，最终导致

411H →4
2 He + 2e+ + 2νe + 2γ

整个 PP I 反应链为
1
1H +1

1 H →2
1 H + e+ + νe

2
1H +1

1 H →3
2 He + γ

3
2He +3

2 He →4
2 He + 211H.
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总体上反应率由最慢的反应支配. 另一个分支 PP III 链也是可能的，因为 PP II 链中的铍-7
存在电子捕获与质子捕获相竞争（在太阳中心，仅有 0.3% 的时间是质子被捕获）：

7
4Be +1

1 H −→8
5 B + γ

8
5B −→8

4 Be + e+ + νe

8
4Be −→ 242He.

1.13.2 CNO cycle

碳氮氧（CNO）循环燃烧是一种以碳、氮和氧为中介的核反应循环过程。循环可以从上述
三种核素的任何一种开始，循环一周完成后，循环开始时的核素作为最终产物又返回来，实际
上叫 CNO 循环并不是 CNO 发生反应而是作为“催化剂”。但是，随着循环过程的发生，4 个
氢核被聚合为一个氦核，从而实现了氢的核燃烧。

CNO 循环过程存在两个主要的变种，即 C 循环和 N 循环。

图 1.4: CNO 循环

温度较高，CNO 循环占有，温度较低时，主要以 pp 链为主
当氢通过 pp 链或 CNO 循环转化为氦时，气体的平均分子量 � 增加。如果气体的温度和

密度都不变，则理想气体定律预测中心压强必然降低。结果，这颗恒星将不再处于流体静力平
衡状态，并开始坍缩。这种坍缩的效果实际上提高了温度和密度，以补偿 µ 的增加。当温度和
密度变得足够高时，氦核又可以克服它们的库仑排斥而开始“燃烧”。
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1.14 氦的燃烧

氦转化为碳的反应序列称为 3α 过程。这个过程得名于历史上的一个结果，即卢瑟福证明
在某些类型的放射性衰变中探测到的神秘 α 粒子是氦-4 (42He) 原子核。3α 过程是

4
2He +4

2 He ⇌8
4 Be

8
4Be +4

2 He −→12
6 C + γ

在 3α 过程中，第一步产生了一个不稳定的铍核，如果不立即被另一个 α 粒子撞击，它将迅
速衰变回两个独立的氦核。结果，该反应可被认为是三体相互作用，因此，反应速率取决于
(ρY )3。

1.15 更重元素的燃烧

1.15.1 碳燃烧

在氦燃烧的高温环境中，其他竞争过程也在起作用。在通过 3α 过程产生足够的碳之后，
碳原子核就有可能捕获 α 粒子，从而产生氧。一些氧依次可以捕获 α 粒子，从而产生氖。(这
里虽然有氧参与反应，但并不是真正意义上的氧燃烧的主导供能)

12
6 C + 4

2He −→ 16
8 O + γ

16
8 O + 4

2He −→ 20
10Ne + γ

在氦燃烧的温度下，继续俘获 α 粒子会导致原子核的质量越来越大，由于库仑势垒越来越高，
这很快就会变得令人望而却步。
如果一颗恒星具有足够大的质量，就可以获得更高的中心温度，许多其他的核产物也就成

为可能。

1.15.2 氖燃烧

氖燃烧在碳燃烧晚期开始，并非是两个氖直接作用，而主要是通过光致裂解过程与 α 粒
子捕获两个连续过程，整体上为吸热反应

20Ne + γ ↔16 O + α Q = −4.73 MeV

20Ne + α →24 Mg + γ Q = 9.31 MeV

2 20Ne →16 O +24 Mg
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图 1.5: 核元素燃烧的温度与时标

1.15.3 氧燃烧

氧燃烧产生硅，直接反应产生库仑位垒过高而无法进行，通过 α 捕获相对位垒较低。注
意 56Fe 不是直接合成的，而是 56Ni 衰变得到。产物 56Fe 结合能高，不易被光致裂解，当温
度高于 5× 105K，铁核被光致裂解（超新星爆发，有时 Ni 还未完全转化为 Fe 爆发已然产生)

1.16 元素合成

1.16.1 原子核稳定性

根据原子核物理中的幻数理论，质子数或中子数为幻数时稳定，另外 N = Z 且为偶数较
为稳定
目前已经确认的幻数有：2、8、20、28、50、82、126 这七个幻数。自然界广泛存在的氦、

氧、钙、镍、锡、铅元素的质子数分别与 2 到 82 的幻数相对应。质子数为 126 的元素目前尚
未发现，预计其处于放射性超重元素稳定岛的中央。当原子核之质子数和中子数皆为幻数时，
这样的情况称为双幻数。例如自然界存在质子数 82、中子数 126 的铅同位素 208Pb，就具有
双幻数，显得异常稳定。幻数的存在反映了原子核具有“壳层结构”.
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1.16.2 s/r-process

中子捕获反应
(Z,A) + n → (Z,A+ 1) + γ

以及 β 衰变
(Z + 1, A+ 1) + e− + ν̄e

根据中子俘获时标与 β 衰变时标的比较关系，分为慢中子俘获过程 (s-process)，一般适用于
较小质量的恒星，与快中子俘获过程 (r-process)，如超新星爆发，双中子星并合等爆发性事件

图 1.6: 幻数

1.17 中微子发射

在研究 β 衰变中，在考虑所有已知粒子能量后，发现能量竟然不守恒。在那个量子力学
的新生时期，玻尔选择大胆抛弃能量守恒定律，但相对的泡利坚定认为能量守恒是具有普适性
的，引入了中微子的概念 (I have done something very bad today by proposing a particle that
cannot be detected; it is something no theorist should ever do.)，这一理论在后来的实验中得
到证实。
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在恒星演化晚期，中心核内的温度和密度都非常高，可以引发多种中微子过程。由于中微
子与物质作用的概率非常小，很容易逃离恒星，因此成为恒星内部一种非常有效的冷却机制，
并对恒星的晚期演化和 SN 爆发起到非常关键的作用。太阳中微子自由程

λ =
1

σn
∼ 1020cm

当温度高于 109 K 时，光子的平均能量已经高于正负电子对的静止质量对应的能量。于是，正
负电子对将产生与湮灭，并与辐射场达到平衡：

γ + γ ⇌ e+ + e−

与此同时，正负电子对也可以通过弱相互作用产生：

e+ + e− → νe + ν̄e

恒星内部，温度低于 109K 时，存在康普顿散射（γ + e− → e− + ν + ν̄），散射频率取决于
光子密度 r = σnv ∼ T 3 · T 4 · T = T 8，因此高温下反应有效。高温下正负电子对/双光子湮灭
还有一种过程为恒星内部的等离子震荡。恒星演化晚期，中心核的密度变得非常高，自由

电子开始出现简并现象。这时等离子体中出现的中微子过程可以造成大量的能量损失。电磁波
穿过等离子体，电子质量较小容易发生响应产生一个整体的周期性运动，离子质量较大基本不
动，发生电荷分离产生震荡，震荡频率

ωp =

√
nee2

ε0me

辐射可以将其携带的能量传递给等离子体而衰变正负电子对，同时也存在一定几率衰变为电子
对。经典的等离子体振荡的能量是连续的，从量子力学角度看，可量子化看为准粒子等离激元，
衰变成为光子进而成为正负电子对，这种方式也会产生中微子。
韧致辐射是指高速电子骤然减速产生的辐射。泛指带电粒子在碰撞（尤指它们之间的库仑

散射）过程中发出的辐射。例如一个高能电子与一个原子核相碰撞时就产生这种辐射。根据拉
莫定律，有加速度就会发射电磁波。也有机会产生中微子，低温低密有效。

urca 过程一般发生在恒星演化后期或致密星中。该过程通过中子和质子的来回相互转换，
辐射出大量的中微子和反中微子，从而释放能量使得中子星发生迅速冷却。

n → p+ e− + v̄e

p+ e− → n+ ve

密度较高，反应容易发生，且要保证能量守恒与动量守恒。动量全部由费米动量主导，密度越
高费米能堆积能级越高，提供更多衰变产物占位。修正 Urca 过程引入旁观粒子，降低密度需
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求
n+ n → n+ p+ e− + v̄e

p+ n+ e− → n+ n+ ve

1.18 恒星结构与演化方程组

经过之前的讨论，我们可以总结构建恒星模型的基本方程组

∂r

∂m
=

1

4πr2ρ

∂P

∂m
= − Gm

4πr4
− 1

4πr2
∂2r

∂t2
∂r

∂t
= 0, 流体静力学平衡

∂l

∂m
= ϵnuc − ϵν − T

∂s

∂t

∂s

∂t
= 0, 热平衡

∂T

∂m
= − GmT

4πr4P
∇ with ∇ =

∇rad =
3κ

16πacG

lP

mT 4
if ∇rad ≤ ∇ad

∇ad +∆∇ if ∇rad > ∇ad

κ = κ0ρ
aT b Kramers 不透明度,如a = 1, b = −3.5 自由-自由吸收主导

∂Xi

∂t
=

Aimu

ρ

(
−
∑
j

(1 + δij)rij +
∑
k,l

rkl,i

)
[+ mixing terms] i = 1...N

P = P (ρ, T, µ)(EOS)

且边界条件
中心(m = 0):

r = 0, l = 0

表面(m = M):
P = 0, T = 0

光球层(m ≈ M) τph =

∫ ∞

R

κρ dr ≈ κph

∫ ∞

R

ρdr = 1

dP
dr = −GM

R2
ρ =⇒ P (R) ≈ GM

R2

∫ ∞

R

ρdr

L = 4πσR2T 4
eff
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1.19 习题

1. 在太阳核心区域，温度为 1.5e7K，物质密度为 150g/cm³。已知氢和金属元素的质
量分数分别为 X = 0.35 和 Z = 0.02。电子在完全简并态下的压强 Pdeg 与理想气体状态下的
压强 Peg 的比值。

2. 一团气体中氢和氦的质量分数分别为 X,Y（忽略金属元素），密度为 ρ，温度为 T . 氢
原子的电离度为 fH，氦原子的电离度为 fHe. 求平均分子量 µ 和压强

3. 考虑一个处于流体静力学平衡状态下的恒星，内部压力 P 包含气压 Pgas 和辐射压
Prad. 其中 Pgas = βP, Prad = (1 − β)P . 气体为非相对论性下的理想气体. 如果 β 在整个恒
星中为定值，证明：
(1) 恒星的总能量 W 与自引力势能 Ω 的关系满足 W = β

2
Ω

(2)

P =

(
3k4

B

aµ4m4
u

1− β

β4

)1/3

ρ4/3

4. 设一质量为 M 的恒星内部密度随半径 r 的变化为 ρ = ρc(1−x)，其中 ρc 为中心密度，
x = r/R，R� 恒星外半径. 写出压强 P (x) 和温度 T (x) 的表达式（可假设气体是理想气体）。

5. 考虑一处于流体静力学平衡状态下的恒星，其内部气体可用非相对论性的理想气体近
似，且不透明度 κ 恒定，推导该恒星光度 L 与其质量 M 之间的关系（提示：光度与质量的
关系具有 L ∝ Mn 的形式, n 值为多少？）

6. 估算太阳核心区域产生的一个光子到达太阳表面需要的时间以及光子的一个平均自由
程内周围环境温度的变化量

7. 令恒星内部辐射压与总压强的关系满足 Prad = (1− β)P，证明不出现对流的史瓦西判
据可写为

l < 4(1− β)∇adlEdd

该判据也给出了当辐射为主导能量输运的方式时，光度的上限，比较该判据与爱丁顿极限哪个
更容易满足。

8. 考虑 H 燃烧的 CNO 循环，在 T = 2× 107K 时，以下几种核的质子捕获反应时标为
τp(

15N) = 30 yr, τp(13C) = 1600 yr, τp(12C) = 6600 yr and τp(14N) = 6×105 yr. 估算 CN 平衡
时的这两个元素的相对丰度

9. 证明流体静力学平衡条件可以写为

dP
dτ =

g

κ̄

其中 τ 为光深，κ̄ 为不透明度
10. 估计太阳压力标高的典型值
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11. 考虑恒星在 He 燃烧阶段只有 3α 反应 (7.275MeV) 以及 12C 的 α 捕获过程
(7.162MeV)，且假设 He 燃烧最终产物中 C 与 O 各占 50% 的质量，计算此过程中平均每
克 He 释放的能量
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恒星形成与演化

2.1 同调关系 Homology Relations

2.1.1 同调关系

本质是一种相似方法，定义同调关系

x =
m1

M1

=
m2

M2

r1(x)

R1

=
r2(x)

R2

代入质量连续性方程，

dr1
dx =

M1

4πr21ρ1

dr2
dx =

M2

4πr22ρ2
·

[
ρ2
ρ1

M1

M2

(
R2

R1

)3
]
⇒ ρ2(x)

ρ1(x)
=

M2

M1

(
R2

R1

)−3

⇒ ρ(x) ∝ ρc ∝ ρ̄

知道一颗恒星密度分布，就可得到另一颗恒星密度。再代入流体静力学方程

dP1

dx = −GM2
1x

4πr41

dP1

dx = −GM2
2x

4πr42
·

[(
M1

M2

)2(
R2

R1

)4
]
=

dP2

dx ·

[(
M1

M2

)2(
R2

R1

)4
]

⇒ P2(x)

P1(x)
=

(
M2

M1

)2(
R2

R1

)−4

即有

P (x) ∝ Pc ∝
M2

R4
⇒ M2/3ρ4/3

42
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现在再考虑温度，考虑理想气体且假设恒星整体组成均匀，有

P = ρ
k

µmu

T ⇒ ρ1(x)

ρ2(x)

µ2

µ1

T1(x)

T2(x)
=

(
M1

M2

) 2
3
(
ρ1(x)

ρ2(x)

) 4
3

µ 换回直接的观测量

T2(x)

T1(x)
=

µ2

µ1

M2

M1

(
R2

R1

)−1

⇒ T (x) ∝ Tc ∝ µ
M

R

再代入辐射平衡下温度与质量关系

∂T

∂m
= − GmT

4πr4P
∇ad

得到

d (T 4)

dx = − 3M

16π2ac

κl

r4
⇒
(
T2(x)

T1(x)

)4

=
l2(x)

l1(x)

M2

M1

κ2

κ1

(
R2

R1

)−4

⇒ l2(x)

l1(x)
=

(
µ2

µ1

)4(
M2

M1

)3(
κ2

κ1

)−1

其中第一个箭头利用配凑达到
dT1(x)

dx 与
dT2(x)

dx 的形式，且 r/R =const 使得本与 x 有关的
量消去的效果，与之前得到的温度比联立，则得到质光关系

l2(x)

l1(x)
=

(
µ2

µ1

)4(
M2

M1

)3(
κ2

κ1

)−1

⇒ L ∝ κ−1µ4M3

现在我们还没用到热平衡条件，若蕴含自由-自由吸收，可使用Kramers不透明度 κ = κ0ρT
−3.5，

得到
l2(x)

l1(x)
=

(
µ2

µ1

)7.5(
M2

M1

)5.5(
κ2

κ1

)−0.5

2.1.2 同调收缩

现在考虑恒星物理量的时间演化问题。定义 ṙ =
dr
dt，变化具有自相似性

ṙ

r
=

Ṙ

R

这恰恰符合对数求导规则，因此对于幂律关系容易求得

ρ̇(m)

ρ(m)
= −3

Ṙ

R

Ṗ (m)

P (m)
= −4

Ṙ

R
=

4

3

ρ̇(m)

ρ(m)
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由一般性的 P = p0ρ
χρTχT (姑且不管 µ)

Ṫ

T
=

1

χT

(
4

3
− χρ

)
ρ̇

ρ
=

1

χT

(3χρ − 4)
Ṙ

R

Ṫ

T
=

1

3

ρ̇

ρ

2.2 分子云坍缩-Jeans 不稳定性

一般认为，恒星形成于巨大而稀薄的分子云中。观测表明，巨型分子云都处于一种大体上
平衡的状态，其自身的引力被云中的热运动所抵消。由于引力的不稳定性，分子云坍缩碎裂，
形成局部密度增高的云核。此外，分子的碰撞和超新星（SN）爆发过程也会干扰这种脆弱的平
衡，导致分子云内部密度的不均匀。周围的气体不断向云核沉积，使得云核质量不断增加。当
云核的压力上升到引力相当，并开始建立流体静力学平衡时，一颗原恒星就开始孕育产生了。
此后，随着云体的继续塌缩，原恒星的质量不断增加，最终其中心温度达到气燃烧的点火温度。
从此，原恒星迈入了其作为一颗恒星的生命周期。
流体力学给出（其实就是牛顿第二定律和流体静力学方程）

∂v⃗

∂t
+ (v⃗ · ∇)v⃗ = −∇P

ρ
+ g⃗ ∇ · g⃗ = −4πGρ

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv⃗) = 0 P =

ρkB
µmu

T = c2sρ

现赋予微扰，考虑 infinite homologous gas at rest(density and temperature are constant ev-
erywhere)

ρ = ρ0 + ρ1 P = P0 + P1 v = v0 + v1 g = g0 + g1

略去高阶小量，分母上的和式利用泰勒展开，方程化为

∂v⃗1
∂t

= −c2s
∇ρ1
ρ0

+ g⃗1

∂ρ1
∂t

+ ρ0∇ · v⃗1 = 0

∇ · g⃗1 = −4πGρ1

⇒ ∂2ρ1
∂t2

= c2s∇2ρ1 + 4πGρ0ρ1

这是一个波动方程的形式，可以平面波 Aei(kx−ωt) 为试探解，有色散关系

−ω2ρ1 = −c2sk
2ρ1 + 4πGρ0ρ1 ⇒ ω2 = c2sk

2 − 4πGρ0
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若 ω 为实数，相应为小震荡波，但若为虚数，扰动幅度将越来越大 (e 指数)，系统不稳定，自
引力越来越强，继续坍缩下去, 判据

k <

√
4πGρ0
c2s

orλ >

√
πc2s
Gρ0

≡ λJ

这一特征尺度 λJ 称为 Jeans 长度，分子云尺度与 Jeans 尺度相比可判定系统稳定性，Jeans
质量

MJ =
4

3
πρ

(
λJ

2

)3

2.2.1 其他判据

分子云坍缩临界实际上是自引力能与热能的对抗，因此还可以量级估计∣∣∣∣ΩU
∣∣∣∣ = GM2/R

(3/2)NkT
=

2GmuρR
2

3kT
∼
(

R

λJ

)2

或是动力学自由落体时标与声速穿越时标相比较

tdyn =
1√
Gρ

, tcs =
λJ

cs

还可以从 Virial 定理出发，由于分子云本身密度很低，此时外表面压强不可忽略，先前的
4πPr3|R0 不再为 0，于是

2Ec +Ω = 2CvMT − q
GM2

R
= 4πPequR

3

q 只是引力势前一个系数，若采用多方球模型则 q =
3

5− n
，由此得到

Pequ =
cvMT

2πR3
− qGM2

4πR4

极限分析，R → ∞, P → 0+;R → 0, P → −∞，且趋近的缓度不同，因此必然有极值，且是个
不稳定点，导数为 0 得到

RJ =
2qGM

3CvT

R > RJ 稳定，注意这是给定质量条件，若给定密度 M 换为
4

3
πR3ρ，判据将变为 R < □ 的

形式
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2.2.2 磁场与湍流的影响

磁场会提供额外的压强，磁力线密时磁场强度大，压缩时会克服做功。用磁能密度

uB =
B2

8π

与引力势能密度

uG =
3

5

GM2

R 4
3
πR3

=
9

20π

GM2

R4

这样得到临界质量

MB =

√
5

18G
BR2

分子云内部静止其实只是宏观上的平衡，内部有没有整体定向的湍流，不规则运动也会提
供额外压强，穿越时标改写为

tcs =

√
c2s + v2turb + v2A

λ

湍流很多情况下是超声速的，产生激波

2.3 等温坍缩与碎裂

分子云存在许多尘埃且会发射辐射，用内能密度除去特征辐射速度得到热调节时标，它是
远小于动力学时标的，当温度与外界相等时，将发生等温坍缩，随着密度增加，Jeans 质量减
小，临界质量更小，从而越容易坍缩。密度不均匀性使得分子云内部局部区域也满足不稳定性
发生坍缩。因此除了整体上的坍缩外还有内部局域性的非同调坍缩，这一结果将造成分子云的
不断碎裂。密度增大同时也造成不透明度增大，光深增加，虽然时标还是很短，但光不再那么
容易出去，要发生许多次散射，到某一程度时分子云内部内能聚集温度增加，等温坍缩转变为
绝热坍缩。
定性分析 P ∼ ργ , T ∼ ργ−1 ⇒ MJ ∼ T 3/2ρ−1/2 ∼ ρ

3
2
(γ− 4

3
), 绝热段 γ = 5/3，Jeans 质

量随着坍缩而增大，会超过本身团块的质量时，变得稳定了，不能进一步坍缩与碎裂，大概到
10−14 − 10−13g/cm3，可视为原恒星诞生。

我们可以估计云团最小碎裂尺度，核心思想是看产生能量能不能被及时释放出去。用玻尔
兹曼定律，

Ėrad = 4πfσT 4R2

与引力能

Ėgrav ≈ GM2

R

√
Gρ
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相比较。并不是一进入绝热就停止坍缩，而是用 Jeans 质量与上式将得到的特征质量去比较

M5
lim ≈ 64π3

3

σ2f2T 8R9

G3

从而得到最小 Jeans 质量

MJ,min = 0.05f− 1
2

(
T

10K

) 1
4 ( µ

0.6

)− 9
4

M⊙

这是从云团碎裂角度得到的质量，但实际上要称为恒星需要氢稳定燃烧要 0.08 太阳质量，褐
矮星质量介于两者之间。

2.4 原恒星 Protostella 与前主序星 Pre-main-sequence star

2.4.1 绝热收缩

当云团的质量开始小于 Jeans 质量时，云团中心部分区域的温度最高，将首先建立流体
静力学平衡，并形成原恒星遮面；云团外部的气体仍然以近自由的方式下落至原恒星表面。在
原恒星内部，自热压缩的过程中，将遵循 Virial 定理继续进行收缩，其内部的气体不断被加
热。当温度升高到物质的离解或者电离温度时，释放的引力势能不再使气体的温度升高，而是
使其密度增加并保持温度大体不变。于是，原恒星内部压力无法支持其自身，并再次出现自由
塌缩，氢分子化学键断裂成氢原子吸热，这是一个气体相变过程，绝热因子减小，又会发生二
次坍缩。后面氢原子再电离又会发生一次...... 直到所有物质完全电离为止。此后，流体静力学
平衡再次建立。显然，离解和电离决定了能量的总和必须小于收缩过程中所释放的引力势能的
一半。由此我们可以给出原恒星的理论最大质量。
从观测的角度来看，小质量恒星的形成过程经过四个阶段：
1. 云核所具有的初始动量使得其吸积下落气体的过程是各向同性的：中心部分的坍缩较

快形成原恒星，云团会在收缩过程中形成关键结构，它们被深埋在下落气体和尘埃组成的包层
中。云核中物质首先达到吸积盘，然后原恒星再从吸积盘吸积物质到其表面。周围气体向核心
掉落，核心质量增加，进一步收缩，温度进一步升高。

2. 原恒星中心氘点火：产生对流和辐射差异转放大了磁场，使得原恒星表面出现强烈的
星风。星风从阻力较小的自转轴方向喷出，形成径向的双极外向流。

3. 随着喷流强度逐渐增强，其速度也逐步减弱。
4. 吸积盘大部分耗尽，或被恒星风/辐射压驱散，剩下的部分有可能形成行星系统。当中

心氢燃烧开始动后，原恒星成为稳定的主序星。
和小质量恒星的形成过程相比，大质量恒星形成时的坍缩时间标志很短，同时坍缩释放的

引力势能会产生极强的紫外辐射，并且很快清空周围的下落气体。这会使得原恒星质量进一步
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增加。最近的观测证据显示，大质量原恒星周围可能存在尘埃盘。由于绝大部分辐射从原恒星
周围清空的区域逃逸出来，而不会对尘埃盘产生强烈的加热。于是，云团外部的气体可以通过
尘埃盘继续落向原恒星。此外，形成大质量恒星的云团相对较大，同时外界与云团之间的干扰
也有利于云团内恒星的形成过程。这会触发大批原恒星的同时形成，并组成星团。

2.4.2 林忠四郎线

当原恒星质量不再增加，将依照 Virial 定理继续收缩，成为一颗主序前恒星，收缩过程释
放的引力能的一半将传递到恒星表面辐射掉，由于此时恒星半径很大，于是其光度也很高，并
在恒星内部形成较大的温度梯度。根据对流的 Schwarzschild 判据，此时恒星内部是完全对流
的，假定恒星内部温度梯度等于绝热温度梯度。

∇ = ∇ad, 其中∇ad =
d lnT

d lnP

我们将假设 P 和 T 之间的这种简单关系适用于直到光球层的整个内部，即我们忽略了光
球层正下方范围内的超绝热性。我们还忽略了 H 和 He 部分电离的表面附近区域的 ∇ad 抑制。
因此，我们简单地假设 ∇ad 在整个恒星内部都是恒定的，比如 ∇ad =0.4，这是完全电离的理
想气体的值。实际上以上粗糙的简化，我们必然会在 P, T 分层中引入错误。然而，它们对于
相邻的模型几乎是相同的，我们可以希望至少获得正确的微分行为。
此时满足多方关系

P = K0ρ
1+

1
n , n = ∇−1

ad − 1 =
3

2

即
P = K0ρ

5
3

利用理想气体状态方程，相应有 T − P 间关系

P =

 ℜT

µK
3
5
0


5
2

:= C0T
5
2M− 1

2R− 3
2

这里

C0 =

√
4π

3

(
ℜ
µ

)5/2
 5ξ23

2

8πG


3
2 (

−3

ξ

du

dξ

) 1
2

ξ 3
2

多方模型利用引力势泊松方程化为 Emden 方程中有代换 ξ = Ar, 其中

A =

√
4πG

K0(1 + n)
ρ
1− 1

n
c
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且有解算结果

M = 4πρcR
3

(
−1

ξ

du
dξ

)
ξ=ξn

, ρc = ρ̄

(
−3

ξ

du
dξ

)−1

ξ=ξn

于是这里

A2 =

(
ξ 3

2

R

)2

=
8πG

5K0

ρ
1
3
c

于是

K0 =
8πG

5
ρ

1
3
c

(
R

ξ 3
2

)2

=
8πG

5

 3

4π

(
−3

ξ

du
dξ

)−1

ξ 3
2


1
3 (

1

ξ 3
2

)2

M
1
3R

为了得到恒星光球温度 T 和 P 的值与恒星可观测量，如光度 L 和有效温度 Teff 之间的联系，
在光球以外应用灰大气模型

T 4 =
3

4
T 4
eff (τ +

2

3
)

dP
dτ =

GM

R2κ

假设不透明度 κ 对温度和压强的依赖关系为

κ = κ0P
pT q

从光深 τ = 0 处开始积分，并利用当 T = 0 时 P = 0 的零边界条件给出

T 4−q =
3κ0R

2T 4
eff

16GM

4− q

p+ 1
P p+1

在光深为 2
3
处，边界条件要求内外解在边界处相衔接代入前述 T − P 间关系消去 P 即

T 4−q
eff =

3κ0R
2T 4

eff
16GM

4− q

p+ 1
Cp+1

0 T
5
2
p+

5
2

eff M− 1
2
p− 1

2R− 3
2
p− 3

2

再利用
L = 4πR2σT 4

eff

于是

T−q
eff =

3κ0

16GM

4− q

p+ 1
Cp+1

0 T
5
2
p+

5
2

eff M− 1
2
p− 1

2L− 3
4
p+

1
4T 3p−1

eff (4πσ)
3p−1

4

取对数，则 (
q +

11

2
p+

3

2

)
logTeff = (

1

2
p+

3

2
) logM + (

3

4
p− 1

4
) logL+ logCH

其中
CH =

16G

3κ0C
p+1
0

p+ 1

4− q
(4πσ)−

3p−1
4
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这就是著名的林忠四郎线 (Hayashi Track) 方程，他给出了完全对流恒星模型在 HR 图上的位
置。若大气温度较低，不透明度主要来自 H− 的吸收，粗略有 p = 1, q = 3 方程改写为

logTeff =
1

5
logM +

1

20
logL+

1

10
logCH

这在 HR 图上几乎是一条垂直的直线，反应线上光度对温度极度不敏感
林线的斜率强烈地依赖于不透明度的性质。

2.4.3 前主序星阶段

电离引起 γ 掉到 4/3 以下从而致使再次坍缩，最终达到真正的流体静力学平衡状态，可
以利用 Virial 定理估计，引力势能一半用于加热恒星本身

1

2

3

5− n

GM2

Rp

=
M

mu

(
X

2
χH2

+XχH +
Y

4
χHe

)
≡ M

mu
χ

即释放的引力势能用于内部 H 和 He 的相变（完全电离），χ 为平均每个核子解离能量，推知

Rp ≈ α

2

GMmu

χ
≈ 50R⊙

(
M

M⊙

)
T̄ ≈ α

3

µ

R
GM

Rp
=

2

3

µ

k
χ ≈ 8× 104 K

在该温度下，不透明度很大，辐射运输效率低，因此原恒星可看作完全对流。满足同调收缩，
当收缩到一定程度时，由于 Tc ∝ 1/R，温度升高，有些核反应已经可以进行如 CNO 循环的
C 与质子作用，不透明度降低，核心区域变为辐射主导，对流包层减少，辐射核心增加，恒星
将脱离 Hayashi Line 在赫罗图上向左演化。最终温度上升至点燃核聚变，氢开始燃烧。
刚刚演化达到主序（MS）的恒星，其内部的化学组成是均匀的。中心氢燃烧过程中释放

的热量刚好弥补了从表面辐射损失的能量，而气体的消耗速度是非常慢的，因此恒星的结构
基本处于准静态。通常将处于这种状态的恒星在赫罗图中所处位置称为零年龄主序 (Zero-Age
Main Sequence)。质量较小的恒星由于本身温度较低不透明度大几乎完全对流，进入零龄主序
没有明显的过程而几乎直接掉到零线上。另外金属丰度对零龄主序线的位置也有贡献，金属丰
度越低，对于小质量恒星，光深（主要来自束缚自由吸收）较大，核心能量输运阻碍比较大，
要维持核燃烧应当提高反应率，恒星整体上会有些许整体收缩，半径减小且光度增高。但大质
量恒星光深主要来自汤姆森散射则不能这样理解，CNO 循环主导，金属丰度低代表 C 的量较
少，整体上核反应偏慢，为对抗引力稍微收缩来补偿催化剂稀少的影响，整体温度也会高些。
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图 2.1: 不同元素丰度的零龄主序

2.4.4 零龄主序 ZAMS

对于一颗较大质量恒星来说，由于质量较大，当达到 ZAMS 时，其中心的温度较高，中
心氢燃烧过程将以 CNO 循环为主，而质量较小时 pp chain，主要束缚自由吸收与自由自由吸
收，κ 增大；质量更小时，几乎完全对流。故上图第二图有两道弯，第一个拐折为 CNO/pp 链
主导的转折，第二个拐折是因为小质量恒星完全对流，某些同调关系不再成立（同调关系假定
辐射主导）。依照输运不同，我们可以将恒星分为三类：

- M < 0.4M⊙，完全对流（某些同调关系不成立）
- 0.4M⊙ < M < 1.2M⊙，辐射核心 + 对流包层
- M > 1.2M⊙，对流核心 + 辐射包层

2.5 主序演化

2.5.1 H 燃烧阶段

H转化为 He，平均一个粒子分到的质量增加，即 µ增加，而 L ∝ µ4，光度 L增加。随着 H
丰度降低，单位质量产能率下降，为补偿损失恒星略收缩提高中心密度从而使得温度略微提高，
这个提高是有限的，特别是对于 CNO 循环 (20 幂次)。考察理想气体状态方程 Pc/ρc ∝ Tc/µ，
于是核心密度增大或是核心压强减小。恒星结构将发生变化，核心包层的密度比变大，这种变
化是非同调的。

CNO主导对温度依赖非常敏感，非常集中于核心，对流核心，对流意味着物质有交换，外
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部物质可以通过对流进入热的核心提供原料，尽管温度低处不能发生燃烧但实际上找不到什么
氢，比较均匀；但 pp 链随温度依赖没那么敏感，往外温度虽然降低，但核燃烧区域比例比较
大，但没有对流核心，因此燃烧区周围还是有氢，会呈一种连续的分布。小质量恒星不需要包
层膨胀或是很少膨胀减轻核心压力。

小质量（下主序 LMS）

随着核心球中氢的耗尽，通过 pp 链产生的能量一定程度上暂停。然而，到目前为止，核
球温度已经上升到这样的程度：在一个以氦为主的小球状区域，有一个氦燃烧的厚壳层，核聚
变继续产生能量。在恒星内部 3% 的质量范围内，光度保持接近于零，同时，同一区域的温度
几乎是恒定的，当光度梯度为 0，氦核球应当是等温的。
下主序恒星通常具有较低的有效温度（Teff < 7000K）。于是氢和氦电离效应会使得当地的

透明度变得非常大，并由此导致辐射温度梯度远大于当地的绝热温度梯度，而在其外包层内引
发大范围的对流运动，进而形成一个对流包层。一般来说，质量越小的恒星，其有效温度越低
并导致其氢氦电离区的位置也就越深，因此形成对流包层也就越厚。根据理想气体状态方程，
平均分子的上升将导致气体压力下降。然而，根据流体静力学平衡方程，恒星内部某处的压力
是由其上全部物质的重力所造成的。因此，恒星将缓慢地收缩，以提高其内部的温度和密度来
抵消平均分子的上升导致的压力下降。这将造成核燃烧过程的产能率和恒星光度逐步上升。由
于 ε ∝ ρT 4，温度与密度提升较多，ρc, Tc 增加较为明显。

H燃烧率随能量依赖较弱，辐射核心，H丰度的梯度连续、光滑，逐渐过度到壳层氢燃烧。
HR 图中演化无突然拐折。

中等与大质量（上主序 UMS）

不同于与 pp chain 氢燃烧过程的是，CNO 循环氢燃烧过程进行得相对较快，因此使得
UMS 恒星在主序演化期间的寿命相对较短。

CNO 循环氢燃烧过程相对较高的产能率在上主序恒星中心区域引发大范围的对流运动，
并使得此时位于恒星中心附近的氢燃烧过程表现为对流燃烧现象。另一方面，较高的有效温度
将导致其外包层具有较低的不透明度。因此，对流核心的整个恒星外包层将处于辐射平衡状
态。随着中心氢燃烧过程的持续进行，位于恒星中心的对流核心将逐渐缩小，并且在对流外层
形成一个越来越丰富的富氦区域。当核心燃料耗尽时，对流运动将会在恒星中心附近完全消
失。此外，恒星将结束其主序阶段的演化。
由于这种不连续的间断，中心氢耗尽后恒星整体收缩使得 Teff 增加，到壳层氢燃烧的过

渡是不平滑的，会发生一个突然拐折。此外，由于产能率对温度十分敏感，温度的提升是十分
有限的，中心压强将减小，外包层膨胀降温。



CHAPTER 2. 恒星形成与演化 53

2.6 后主序演化

不同质量的恒星在不同演化阶段，其中心温度和密度是不同的。这将直接影响到恒星中心
核反应过程的发生方式，以及随后演化进程。
恒星中心核自由电子是否处于简并状态对其后演化进程具有至关重要的影响。如果自由

电子是非简并的，则中心核内气体可以用理想气体来近似。当热核燃烧过程启动时，其释放的
热量将加热气体导致其膨胀降温，这反过来限制了热核燃烧过程能量的进一步上升。当热核燃
烧过程释放的热量刚好及时被传输出燃烧区时，恒星中心核将达到稳定状态。于是，在非简并
的恒星中心核内，热核燃烧过程将以稳定的方式进行。反之，如果自由电子在恒星中心核内处
于简并状态，情况则完全不同。此时，恒星中心核内的压力主要来自于处于简并状态的高速运
动的电子，离子的热运动所产生的压力则很小。当热核燃烧过程启动时，其释放的热量会使得
离子的温度上升。由于离子的压力不是以使得气体发生膨胀，因此温度的上升反过来将导致核
心反应速率的增加。这样一个反馈过程将使得恒星中心核内的热核燃烧过程有时以失控方式
进行，直到离子的压力最终超过电子并导致中心核膨胀降温为止; 或者以爆炸式燃烧方式进行，
并有可能导致诸如 SN 爆发等现象。
根据恒星中心的物理状态及其演化过程的不同，一般将恒星按质量分为三类，即：
1. 小质量恒星 (M < 2M⊙)：GF，其中心氦核在点燃前处于简并状态，发生氦闪，而其演

化的最终结局为 CO 白矮星；
2. 中等质量恒星 (2M⊙ < M < 8M⊙)：AB，其中心碳氧核处于电子简并状态，平稳点燃

氦，而其演化的最终结局为 CO 白矮星；
3. 大质量恒星 (M > 8M⊙)：BO，其中心核在成为铁核之前总是处于非简并状态；可点

燃碳，随着铁核的坍缩，其演化最终以超新星爆发结束。
当等温核球的质量变得太大，核球不再能够支撑其上的物质时，该演化阶段结束。勋伯格

和钱德拉塞卡在 1942 年首次估计了存在等温核球并且仍然可以支撑其上覆盖层的恒星质量的
最大占比（Schönberg-Chandrasekhar 极限）：(

Mic

M

)
SC

≃ 0.37

(
µenv

µic

)2

能容纳在等温核球中并仍能保持流体静力学平衡的恒星质量的最大占比是核球和包层的平均
分子量的函数。当等温氦核的质量超过这个极限时，核球会在开尔文-亥姆霍兹时标下坍缩，相
对于主序演化的核时标，此时恒星的演化非常迅速。对于质量低于约 1.2M⊙ 的恒星，这意味
着主序阶段的结束。
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2.6.1 镜像原则

壳层燃烧阶段，核心收缩 (膨胀) 对应包层膨胀 (收缩）。镜像关系的本质源于能量产生、
传输与力学平衡的耦合。我们可以定性地分析：
核心收缩 → 壳层燃烧增强 → 能量注入包层 → 包层膨胀
核心膨胀 → 壳层燃烧减弱 → 能量减少 → 包层收缩

2.6.2 壳层氢燃烧阶段：中等、大质量

随着核球中氢燃烧的停止，并没有一个厚厚的氢燃烧壳层能够立即产生能量，而是整个恒
星参与了一个开尔文-亥姆霍兹时标（引力收缩时标）的整体坍缩。这一收缩阶段释放出引力势
能，使光度略有增加，恒星半径减小和有效温度增加。最终，氢核外部的温度充分地升高，导
致厚厚的氢壳层燃烧。由于壳层的点火速度非常快，覆盖的包层被迫轻微膨胀，吸收了壳层释
放的一些能量。结果，光度瞬间降低，有效温度降低。在赫罗图上表现为 BCD 段。
较大质量恒星的壳层氢燃烧是一种突然的过程，核心在收缩，达到壳层氢点火温度，壳层

氢被点燃。（注意区分壳层和包层，包层是恒星靠外部分，和燃烧没关系，而壳层指的是核心
区域靠外的部分！）引力势能释放的过程是以热时标进行，恒星在短时间内迅速从赫罗图中蓝
端演化到红端，短时标造成观测上很难发现这一阶段的恒星，即所谓很少有恒星占据的赫氏
（Hertzsprung）间隙。

随着恒星包层的膨胀和有效温度的降低，由于 H− 的额外贡献，光球不透明度增加。结果
是，接近小质量和中等质量恒星的表面都会形成对流区。随着演化继续推进，对流区的底部扩
展深入恒星的内部。由于与遍及恒星内部一些地方的对流有关的几乎绝热的温度梯度，以及能
量传输到表面的效率，D 处几乎包层完全对流，恒星开始沿着 H − R 图上 红巨星支 (RGB)
迅速上升（DE段）。由于原理相同，这条路径依然是 Hayashi line.爬升 RGB时，对流区纵深，
直至对流区底部延伸到化学成分被核反应改变的区域，反应过的物质与其上方的物质混合，这
种效应表现为光球层成分的可观测到的变化，物质从内部被传输到表面，称为挖掘 (dredge-up)

2.6.3 壳层氢燃烧：小质量

小质量恒星，形成氦核心质量较低，处于 SC 极限之下，慢慢趋向简并，核心没有什么收
缩，包层不会有显著膨胀，会经过一个 亚巨星支 ，最终达到简并。
当氦核心简并后服从相同演化，不会有太大偏差。
没有 Hertzsprung gap。氢丰度高，则 µ 小，而压强是撑住外部物质，是流体静力学平衡

的要求，于是只能是温度降低，核心部分会有个短暂降低，但相对的燃料更加充足，于是很快
会恢复，赫罗图上出现一个拐折。注意赫罗图上的长度与演化时间没有对应！
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图 2.2: 拐折

此后继续沿林忠四郎线攀升。陡降是由于星风损失，包层膨胀很大，引力束缚减弱，表层
光度较大，辐射压高以及一些温度梯度，会产生质量损失。
金属丰度对包层不透明度影响较大，不透明度主要由氢负离子贡献，而氢负离子的产生是

因为活泼金属为其提供自由电子，金属丰度低，整体不透明度相对会低一些，反之则反之。金
属丰度高，不透明度高，内部光更不容易出来，光深更大，光深等于 1 处更靠外，看到的是更
外层的光子，有效温度更低。

2.6.4 核心氦：小质量

小质量恒星在简并状态下，P ∝ ρ5/3，EOS 和温度没什么关系，提高的温度不会反应在压
强上，压强几乎不变，这意味着不会发生膨胀，不会外推，dV = 0，即不会做功，热量全部用
于升高内能，氦被点燃，产能率迅速升高，中心光度增强，温度继续升高，没有压强的调节，
发生正反馈，这是一个非常强烈而迅速的过程，峰值光度可达到 1010∼11L⊙，这就是 氦闪 。但
不会看到光度突然增亮，因为被迅速膨胀的核心外层物质吸收，基本无法到达表面。之后进入
稳定燃烧，氦核心部分简并。氦闪实际并不发生在正中心，因为中心中微子冷却较强，最剧烈
处在稍靠外的 0.1M⊙ 壳层中。

在赫罗图上反应为 F 掉到 G 点位置，G 位置取决于质量与金属丰度，氦稳定燃烧到碳过
程为 水平支 ，这一阶段除了氦外还有相当部分的壳层氢燃烧
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2.6.5 核心氦：中等质量

核心氦不简并。小部分被点燃，温度升高，压强增大，往外膨胀，有压强的调控，不会产
生热核失控，比较平稳。这里也会产生一个紧贴着林忠四郎线的下行。因为同时还有壳层氢燃
烧，核心氦燃烧，壳层氢被往外推，温度降低，壳层氢燃烧率下降，光度降低，包层仍是对流
状态，由镜像法则，包层收缩，温度升高，因此贴着林忠四郎线下走。完全对流演化到辐射逐
渐开始占主导，脱离林忠四郎线进入 水平支 ，与 AB 段类似，由于平均分子量变大继续上行，
达到 G点表面温度最大值，恒星半径最小，形成 blue loop，此后又往红端演化，直至核心氦燃
烧结束。碳的丰度先增后减，因为在红巨星支顶端，中心温度与密度足够高，量子隧穿效应变
得有效，碳的 alpha 捕获反应开始部分转化为氧。blue loop 是一个动态过程，质量越大，loop
越明显，此外还有表面星风损失，相当于看到更热的部分，loop 左端越左。
随着因收缩引起核球温度的增加，在 CO核球外部形成了一个厚厚的氢燃烧壳层。随着核

球继续收缩，氢燃烧壳层变窄并变强，迫使壳层上方的物质膨胀并冷却。这导致氢燃烧壳层的
暂时关闭。
随着氦耗尽的核球的收缩，中微子的产生增加到可以使核球稍微冷却的程度。中心密度增

加和温度降低的后果是在 CO 核球中电子简并压成为总压强的重要组成部分。

图 2.3: 中等、大质量恒星（左）小质量恒星（右）演化赫罗图
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2.6.6 恒星脉动

在沿着水平支移动的过程中，许多恒星在它们的外包层中产生了不稳定性，导致周期性的
脉动，这些脉动很容易被观测到，表现为光度、温度、半径和表面径向速度的变化。由于这些
振荡敏感地依赖于恒星的内部结构，恒星脉动又为恒星结构理论提供了另一个检验。恒星脉动
中最著名的莫过于造父变星（Cepheid Variable Star），有明显的周光关系，可当做一种标准烛
光。那么我们如何去理解这一周光关系的起源呢？
从赫罗图上统计看，造父变星主要出现在 blue loop 段，处于氦燃烧阶段。恒星 (质量 M)

在振动，分析其力学性质。取恒星表面薄层 m

m
d2R

dt2 = −GMm

R2
+ 4πR2P

做微扰展开
R = R0 + δR, P = P0 + δP

代入动力学方程并略去高阶小量，于是

m
d2δR

dt2 =
2GMm

R3
0

δR+ 8πR0P0δR+ 4πR2
0δP

假设脉动是绝热的，于是用半径替换掉绝热关系中密度，取对数求导有

δP

P0

= −3γ
δR

R0

⇒ ¨(δR) = −(3γ − 4)
GM

R3
0

δR ≡ −ω2δR

而 ω2 正负性由绝热指数决定，也即动力学稳定性由绝热指数决定。当为正时，于是有脉动周
期

Π =
2π√

4
3
πGρ0(3γ − 4)

∝ M−1/2R3/2

核心氦燃烧时，还有壳层氢燃烧，上面的推导是很粗糙的，只关心了最表面的部分，但它给我
们一个理解的物理图景，恒星脉动与振动有关。进一步深入考虑 P, r, ρ 均扰动，且不局限于表
层的模型（见黄润乾、李焱《恒星振动理论》p110）

P (m, t) = P0(m) + P1(m, t) = P0(m)[1 + p(m)eiωt]

r(m, t) = r0(m) + r1(m, t) = r0(m)[1 + x(m)eiωt]

ρ(m, t) = ρ0(m) + ρ1(m, t) = ρ0(m)[1 + d(m)eiωt]

考虑绝热脉动，再代入流体静力学方程和质量连续方程，得到

x′′ +

(
4

τ0
− ρ0g0

P0

)
x′ +

ρ0
γad P0

[
ω2 + (4− 3γad )

g0
τ0

]
x = 0
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且内外边界条件：
内：为了保证 x 在中心处有限，有

x′ = 0, x = a0 + a1r0 + a2r
2
0 + · · · ⇒ a1 = 0, a2 = · · ·

外
4πR2P − GmM

R2
= 0

实际振动，除中心外还会产生其他振动节点（对应驻波模），振动使得整个恒星的光度都
发生变化，这不应当只是一个微扰小量了，振幅从小振幅放大，能量从何而来？一定有某种机
制对它做功贡献能量实现放大。爱丁顿考虑了所谓的恒星热机。取恒星某一质量层，整体上受
到周围壳层的作用，恒星膨胀时，对外做功 pdV，收缩时外界对其做功 pdV，一个循环能量
改变

∮
pdV。

若回来的时候压强较小从 P-V 图的下面回来，因此环路积分为正，因此获得能量 (Driv-
ing)，相反情况则相当于阻尼 (Damping)。要使得 driving 情况，希望压缩时压强更大，获得
更多的热量。（对于任何热机来说，恒星每一层在一个循环中所做的净功是流入气体的热量和
离开气体的热量之差。对于驱动来说，热量必须在循环的高温部分进入层，在低温部分离开。
就像汽车发动机的火花塞在压缩行程结束时点火一样，脉动恒星的驱动层必须在其最大压缩期
吸收热量。在这种情况下，最大压力将发生在最大压缩之后，振荡将被放大。）有两种脉动驱
动机制解释

ε-机制：核燃烧区域在脉动阶段被压缩，产生更多的能量；在很大质量的位置中才显著（与
造父变星无关），因为小质量恒星中最中心部分才为核反应区，要使得整个恒星脉动是比较限
制的

κ-机制：如被压缩时不透明度上升，则可以留住更多热量，近似绝热(
d lnκ

d lnP

)
ad

=

(
∂ lnκ

∂ lnP

)
T

+

(
∂ lnκ

∂ lnT

)
P

(
d lnT

d lnP

)
ad

= κp + κT∇ad > 0

若采用 Kramers 不透明度，κp ∼ 1, κT ∼ −4.5,∇ad = 0.4，于是我们可以归纳 κ 机制的条件。
对于 Kramers 透明度，若 ∇ad ≤ 0.22，部分用于电离，温度随压强变化没有那么敏感。另一
方面，若 κT > 0，由氢负离子主导，为较冷的恒星，如大质量红巨星支，如 Mira 变星

对于热恒星，在往内推到相同温度层（能够存在部分电离氢/氦）时，相比下更靠外，质
量层更小，再怎么振动也无法在整个恒星“掀起风浪”，而往低温走，内推可以推的很深，密
度很高，粒子间碰撞频繁，会远大于脉动的频率，可近似认为是绝热的，振幅不会被显著放大。
故脉动变星温度集中在一个窄带上。
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2.7 中心氦燃烧结束：中小质量恒星

对于中小质量恒星，CO 核心收缩，壳层 He 被点燃，包层膨胀，出现大范围对流，又会
沿着林忠四郎线上升，称为 渐进巨星支 。
之前提到，在蓝循环，虽然核心氦被点燃，但相当部分光度来自于壳层氢。在渐进巨星支

开始时，会出现壳层氢和壳层氦的双壳层燃烧，符合双镜像法则，即中心收缩，He 壳层为镜
面，He、H 中间部分膨胀，相对 H 镜面外又收缩。燃烧氢壳层被外推，温度下降，壳层氢逐渐
熄灭，又转为单镜像，包层温度降低，不透明度增加，对流继续增强，碰到燃烧 He 壳层，发
生第二次挖掘。对于质量更小恒星壳层 H 保持燃烧，阻止对流深入，不会发生挖掘。

2.7.1 热脉冲

随着 He 的燃烧，里面的氦先耗尽变为 CO，CO 核心质量增大，缓慢向外扩展，到 He、
H 边界无法继续，He 厚度越来越薄，光度减小，不敌引力，包层收缩，重新点燃壳层 H，这时
与刚开始燃烧情况不一样，由于 He 为薄层，会发生不稳定燃烧，会发生壳层氦闪的现象，释
放巨大的能量，将周围物质外推，膨胀温度又降低，H 又熄灭，又开始收缩，薄 He 聚集，壳
层 H 重新点燃，又发生氦闪...... 如此往复，形成间歇性 热脉冲 。H 熄灭时，此时物质混合的
对流可以十分深入，核心物质被带到表面，表面 CO 丰度提升，即第三次挖掘。

热脉冲的动能外推，外层温度较低，尘埃在恒星外层大气形成，如硅酸盐等，尘埃截面比
较大，对光的吸收很强，收到辐射压较强，星风损失比较严重，10−7 ∼ 10−4M⊙/yr。在氢氦
交界处与外层氢包层，氢与碳 12 产生碳 13，产生很多中子，通过慢中子捕获过程，发生重元
素合成.
中心形成碳氧核，逐渐简并。对中小质量恒星，无法触发碳闪，中等质量星风损失严重，

碳氧核无法成长到触发的临界，小质量恒星物质本身较少，达不到碳氧点火温度。

2.7.2 薄层不稳定性

那么，为什么氦薄层会发生不稳定性呢？所谓的薄壳层，满足 r − r0 << R，薄层质量
∆m = 4πr20ρd，现赋予微扰，薄层内产能率增加，推动薄层膨胀，d 变大，薄层厚度增加约等
于外半径的增加，有

δρ

ρ
= −δd

d
= −δr

r

r

d

而同调关系
δP

P
= −4

δr

r
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得到
δP

P
= 4

d

r

δρ

ρ
⇒ δT

T
=

1

χT

(4
d

r
− χρ)

δρ

ρ

最后一步用到 P = ρχρTχT。要保证稳定性，膨胀 ρ 减小，若系数大于零，产能率低，压强就
会减小，壳层又会缩回来。即要求

4
d

r
> χρ

反之则不稳定

2.7.3 行星状星云

围绕白矮星前身星的膨胀气体壳层称为 行星状星云 。随着外部物质被星风吹走，内部热
区逐渐暴露，被我们能观测到（有效温度），在 HR 图上左移。行星状星云的外观归功于气体
的激发、紧聚的恒星发出的紫外线。紫外光子被星云中的气体吸收，导致原子被激发或电离。
当电子返回到较低的能级时，光子被发射出来，其波长在电磁谱的可见部分。因此，星云看起
来是可见光波段发光，产生许多美丽的发射线，对发射线光谱分析可以推断元素组成。

2.8 氦燃烧结束：大质量恒星

非简并 CO 核，会平稳点燃碳，存在辐射压驱动的强烈星风，星风质量损失率 Ṁ，向外
损失动量由光度转化 Ṁv = Lc。内部也存在一定不稳定性，有由脉动与辐射压共同驱动的红
超巨星阶段。

Wolf-Rayet 星具有强烈、甚至光学厚的星风，光子多次散射，质量损失超过单次散射极
限。
大质量恒星 HR 图上大范围左右移动（蓝循环移动广），靠右红超巨星，靠左蓝超巨星

2.8.1 碳及更重元素燃烧

温度较高时，中微子会有概率替换为正负电子对，替换概率与温度正相关。当 T > 5e8K，
中微子损失严重。将加速核心演化，核演化非常快，由于力学信息只能以声速传播，外层来不
及建立平衡响应，外层几乎悬浮在正在灾难性坍缩的核球上。
对于 8-11 太阳质量恒星，CO 核部分简并，核心周围（中心中微子冷却）出现温和的碳

闪，形成简并 O-Ne 核，最终质量大于 Chandresekhar 极限则坍缩产生超新星爆发，否则形成
O-Ne 白矮星。若质量大于 11 太阳质量，O，Ne 燃烧形成 Si，S 再形成 Ni，Fe
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2.8.2 核坍缩超新星

核心中微子发射强，带走能量，具有冷却效应，没有压强对抗引力，部分简并（电子简并）
铁核收缩，此时中心密度很高达到相对论性，绝热指数 4

3
，易发生不稳定性。中心还会发生一

些弱相互作用，如逆 β 衰变
A
ZN + e− → A

Z−1N
′ + ve

这是一种中子化过程，将质子转化为中子，并产生中微子，减小压强且整体分子量增加，钱德
拉塞卡极限质量（简并压可支撑的极限质量）降低，坍缩变得更容易。且光子能量高，会将铁
核打碎发生光致裂解，吸热反应，减小压强，响应显著性降低，进一步降低绝热指数。
综合，核心迅速坍缩，τdyn ∼ 10ms，直至达到核密度 1014g/cm3，中子简并，中子简并压

将起作用，压强增高，发生核心反弹，将压强波向外送入来自核的下落物质中，当压强波速度
达到声速时，产生激波。在激波下方，有光致解离和电子俘获过程产生的大量的中微子，散射
（散射截面 ∼ 10−45，迅速坍缩密度下，平均自由程 ∼ 1011cm），中微子变得不透明的，可以与
物质发生作用，发生激波下游中微子自由质子的电子捕获。理论计算得到中微子几乎带走 99%
的能量，在坍缩过程中起到重要作用。铁核的灾难性坍缩、激波的产生以及随后恒星包层的抛
射，这种形成机制一般是 II 型超新星。

2.8.3 白矮星吸积伴星物质

白矮星通过洛希瓣吸积从伴星获取物质时，表面引力势能将吸积物质压缩并加热，触发周
期性新星爆发。大量吸积伴星物质，核心温度增加，但简并压仍占主导，热压强响应缺失，温
度急剧上升，失控的热核燃烧，发生碳爆轰，为 Ia 型超新星
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图 2.4: 从 Bradley 书上抄了很清晰的几张图
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2.9 习题

1. 假设核燃烧单位质量的有效产能率为 εeff = ε0ρT
ν, 且恒星整体具有均匀的平均分子

量与不透明度，考虑恒星处于热平衡与流体静力学平衡，辐射主导能量输运，恒星内部气体可
以用理想气体近似，利用同调关系，证明（课堂未推导部分）

R ∝ µ(v−4)/(v+3)M (v−1)/(v+3)ρc ∝ µ3(4−v)/(v+3)M2(3−v)/(v+3)Tc ∝ µ7/(v+3)M4/(v+3)

2. 测量到造父变星的周光关系如下图所示：中间的黑色实线是对周期和绝对星等（可换
算为光度）关系的最佳拟合结果，上下两条灰色实线代表拟合的误差范围（即不确定度）, 根
据图片可读出不确定度约为 ∆Mv=0.5。如果应用拟合出的周光关系推算某一颗新测量到的造
父变星的距离 d，推算结果的不确定性 (∆d/d) 大概是多少?

3. 左图为星团 M3 的 HR 图，横坐标为色指数（等价于恒星的表面温度），纵坐标为 V
波段视星等；右图为一些星团的恒星在 HR 图上的示意，纵坐标为 V 波段绝对星等。
（1）根据这两幅图估算 M3 到我们的距离
（2）M = 0.8M⊙ 的恒星色指数大概为 0.9，结合右图思考为什么课堂上不讨论质量小于 0.8M�
恒星的后主序演化。
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