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线⼯

空间向量 928

§
, 向量 ⼜乘 [定义了 àx 5 为 ⼀个向量 lāx51 = 1 cil.15i.s.in公

,
古>

⽅向遵循 在⼿系
[运算规律了 àx5=-5xā

acixp5-paxicixcbti.cixitāxi
[坐标了 ii.ca , .az , G)

书 = 1 b. , 以 ,
173)

⇒ 芪 × 古 = ( azb3-az.bz ,

gbi-aib3.CL/b2-azb,)iicia.E+a2E+a3E5=b.i+bzE2tD3Gcix5=a
, bzceixejtaibceixeitazb.IExǜìtazbcǜxG) tab.li烒了 taz.bz lǜxǜ)

| [eixe-axiiixe.ie?-7=(azb3-a3bz.)E+cazb.-ab2)Gtlaibz-azDnG
§
.
混合积 llcixbi.cl 表示 以 去 古 ㄛ 为邻近的平⾏六⾯体体积

cixilly.ci 5 为邻边的平⾏四边形⾯积 )

( àxi ) 。 E = 1台 台 1 C3 -1 1台 台k.tl" " 162173 bi

§
,
平⾯⽅程 [点法式⽅程] P (x

, y .2 ) 在平⾯⺎上 Polxo.jo,20, 不在𠰍 在 ⼆ ( A , B , C)

⇒ ,可上天 ⇒ Ac x_x。) tBcy-yojtC.CZ -2。 ) = 0

[⼀般⽅程] A x + 13 y t CZ + D = 0 元 = 1⽉
,
B , C)

! 任⼀平⾯⽅程都是三元⼀次⽅程

[特殊位置平⾯了 1 ) C Z -1 17 0

元 = 1 0 . 0 . C ) 11 Z轴 ⇒ ⺎ 11 xOy

2) 134 t CZ+ D =0

元 = 10 . B , c) 丄 九轴 ⇒ ⺎ 11.x轴

3) Axt Bytcz -0 ⇒ ⺎过原点

z

㵶距式⽅程了 忠告埢 = 1 i
12 10 0 , "

1
,

Qlo.b.ojc-i-yPla.o.co
)

X

§ ,点到平⾯距离

M.li/.,y..Zi)T:AXtBytcZtD=0F=cA.B,C1d=?0.iM1d=lnnicos0l=l1赋副 ⇒d.it
-
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§
,
空间 中直线⽅程 L 作为平⾯ {

不 Aixt Biytc , 2 + D, ⼆0

元2 ⽉2 X + 132 4 + ( z z t no
的交线

下 , ⼆ (A . , B.
, G) 亢2 = 1 ⽉2 , 132 , C 2 )

成为 L ⽅向向量

j = T x E = 1 1 , m . n )

[点向式⽅程] ¥°

= -0 = 2-
[两点式⽅程 ] M , ( X ,以 2

1 )

Mz.CI/zY2,Z2)j=M,T--lXz-x,yz-yi,Zz-Zi1
⇒两擶䛝

[参数⽅程了 T =斜=_= t

⇒ (
x_x。 + l t

y = y t mt
z = z o t 17t

[向量 ⽅程 ] F = i t ti

§
,
平⾯与平⾯关系 不 :

A1xtBiytGZtDiTziAzXtBzytCzZtDzT@nsF.Fz
不共线

② 1 1 <⇒ ⺕ ⼊FOS.t.in ⼆⼊⼤
,

③ = ↳ ⺕ ⼊北S.t.NAI.Bi.CI/Di)=lA2.Bz,cz.Dz)@LE7A.Az+B.BztC.Cz=
0

[平⾯夹⻆了 下 , 与 ⽯夹⻆ 0 E 10
,
这 ]

[平⾏平⾯来了 AxtBytcz.tk =0

§,平⾯与直线 关系 L : i = i +tiii.ci.jo ]代⼊ ⇒ i.li#+tnii=oL 与⺎关系式

① riiori.cri.in#o=7LnTL=Y⇒ 111 ⺎

② i.io T.li - i) ⼆0

⇒ LC.TL

③ 在 .io ⇒ L 穿过⽯ t.li
[线⾯夹⻆ JOEIO.is

先求的 L夹⻆ 0 0 = -0

s.int 10501 ⼆ 裘可
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§
。有轴平⾯束 [定义了 过 L 的所有平⾯所成的集合

[平⾯系⽅程 了 没

L://t.xtB.ytc.ztD.io (其中不ㄟ⼼

AzxtBzytczztDz.IO

经过 ⼈ 任⼀平⾯⽅程,

⼊ ( A 1 xtB.ly + C , 2 + D, ) + 1-1 (Azxt Bzytczz + D)⼆ 0

例 : L {
x + 4 +2 -3 ⼆0 求元过 L . 1 1 x轴
X -1 24 +3Z - 6=0

元 ; ⼊ lxtyt Z- 3) t H (x-1 2y + 3Z- 6) = 0

元 = (⼊⼗H , ⼋⼗2µ ,⼊
-1 31-1) E = 1 1 0 . 0)

亢 上ē ⇒ F. ,
⼆⼊州 ⼆ 0

会 ⼊ = 1 则 µ = -1

⇒ ⺎; - y -22+ 3 = 0

§
,
垂直投影 [定义 了 当 ⼈不⼟于 xg⾯时 元

,
与 xoy ⾯交线 L, 为 ⼈在 xoy⾯上的垂蔡⽎影

: 求不 ? LGA.xto.ioLǛT Azx + -.- = 0

1惑 设⽖ : ⼊ ( A 1 xtB.ly + C , 2 + D, ) + 1-1 (Azxt Bzytczz +1740
ㄨ T

.1 1 G : x.ty.io

⇒ ㄤi ( C2 A 1
-C 1 ⽉ 2 ) 九 ⼗ ( C2 B ,- C . 132)ytczD-C.DZ ⼆ 0

⼈ , { 元,
Z = O

求 ⺎将 元 , ⽯联⽴ 再消去 Zlxiy , 即可

exi L : (
2X - 4 + 2

- 10 在 ⺎ixtzy
- Z = 。 上⻋⽎影直线 L

x t y - Z + 1 =0

L C ⺎的 ⼊⼝

x-ytz-ntfllxty-ZtlFOI-121-H.HN
,⼊州

元 = ( 1 , 2 , -1)

F
'
⼀ ⼤ ⼆

⼀⼋⼗4µ。 ⇒ {H冲
⼊= 1

⇒ㄤ
'
: 3

x-ytz-FO-sni.si
⺎

§
,
直线与直线关系 [ L , 与 ⼈ 异⾯ 时 1 1

1 : L ,与 L 2公垂线⼼

造个
2

1M.mu 为其⻓
[存在性 ,唯⼀性 ,最短性了

prof 存在性
过 A 作 ㄩ 11 12 形成⽆ ⼈过早ㄩ

过 13作 13 C 上⺎ 1ㄤ = C

过 C作 CDHlinl.in
! 么氨/

1

mlili_LIDEIliflzLLL.li
L | |

prof 唯⼀性 假设 ⼈
,

⼈
'

以1 ⼈,以"
以

⼀[L:
⇒ L 11 L

' ⇒M.M.MN ,共⾯ ⇒ X
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profi最短性

如图

T.fi
[计算⽅式 ] 没⼈,过P.cx.yi.zncin.R.tn

↳

:P
: x.tt ✗ ,

y = y.tt济
⼯ = y z t t n f XEXzttxzy-yz.tt

Bz同理 L2.Q.PL2 : |
z = Zz t.tn

设公垂线垂是 M, ⽐了 , y 了 , 23) E L ,

M 2 1 X 4 . 44 . 24)

ELZForfX3IX.tt/XlGod's
-.- 。

l-sake1.Z4-Zittzki.ME
lxz-X.ttzxz-t.in

,
-.- ⼀)

i.nn.ie ⼆0 1

n-m.jo/Dti.t2

[⼀般⽅法 ] L , → ā b. → 5

01 = 1吣 = 1 Eīìlc。⼼

, 咋
_⽗本

DE ⽅向 向量 iàxb

扉痴,

d = 1品 ,i-P_ili-plil-liil-L.LI
⇒ 不

L.LI ⇒Tz
⇒ LET.AT

zexLiix-3-y-4-cz.tn
求⼈

L2
年
4
= i = - Z

L 1 :P , (3
.
4 ,-1) ǎ = ( 1 , 1 . -1 )

Lz :P
z (
- 4 , -1,0) ⽅ = 12 . 4

,

-1)

ǎx 古 = ( 3 , -1 . 2) 丣
2
= 17 ,-5 , 1 )

d =感, 4
=死

不过 P, ( 3 . 4 , - 1 ) 元
,
⼆ Ǜxcǜx书 ) = ( 1 , -5,- 4)

⽯过 Pzc-4,-1 . 0) 是⼆万 xcàx5) = 7 . ( 1 ,-1 ,-2)
L ; {

x -3 - 5 (X-4) - 4⼝+1 ) =0

x-1 4 - 1 4 + 1) - 2 Z= 0
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§ , 曲⾯⽅程 [基本关系 ]

1) HIX.y.ZJEEFIX.y.ZFODHFIX.y.ZJ~lx.y.DEE

则称 Fcx
, y , 2)是 三 ⽅程 三是 Fcx.y.no 图形

[参数式 了

1) HIX.y.ae 之 都可以写为 : 2) HIU.vn ED ①确定点

IX.y.ZJEESX-flu.vn/y=gcu.v, ① ⼈

z = h ( U , V1

P
[球⾯了lx-Rsin4cosolyiRSIM4sin02-seifs.EE
空间曲线⽅程 了

lifFCX.y.zio-sz.GIX.y.ZFO-Ezl.lkfct,

159
⼼

Z= 17⽐)

§ ,特殊曲⾯ # 1 [柱⾯ 了

定义 : 动直线淐曲线⼚ 平⾏于⼈运动

L ⺟线 准线

图示 : keyiPM.ci

※㣺
求柱⾯之⽅程 ? 以 P {

⽔加 为准线 L 为⺟线
y = 9 1t 1
2 : 17 (t, 特例 ㄕ : { f

'" ) ⼆0 L 1 1 z轴
Z = C

L → ǎ = cx.B.rs

⇒ 三 : fcx.jo则 三 : 1 X= f1 11 1 t dv

1 4 = 9灬 +N a T {x
2
+y

2
+ 2

2
= 3

Z = hlultrvx2.tl/2-zz=o
求 户在 2 : 0 上 投影柱⾯

i.in 椭圆柱⾯
L : ā ⼆ (O.0

,
I)

坄 L 1ㄏ= P
'

= ( x
'

, y i z
'

) pp
'

11 à ⇒ x
'

= xi - i = 1 双曲柱⾯
x
' 2
+ y

' 2 + 2 2 =3 / y ' = y
z
'

= z t t

y
2
= 2px 抛物柱⾯

{ x ' 2 + y , 2-zz.io

⇒ lz.tt )
2
-1 2 lz.tt ) = 3

(Z + t + 3) 1 2 t t - 1) = 0 z.tt -_-311

① x 2 + y
2
= - 6 x ② x 2+y

2
= 2 ✓

曲⾯ ⽅程 求法基本思路 iica.b.ci

枉⾯ : 1的⼼ 澹然已知⼚ ,
L ㄐ

'
= ytbt

y
①设 1

"

与 ⼈交点 P
'

P
'

满⾜⼫ , L 2 个⽅程
[⽤ t消去 x ' y z

,

②找出每个 ⼈ 上 P
'

与 P 的关系 , 得到 1 个 ⽅程 [各特殊曲⾯的不同关系了 再 ⽤①② :肖t.JP?hhlp③ 三个⽅程 消元 只剩必 y , 2) 旋转⾯ :P
'

P。 1 = 1 P P。 1 锥⾯ :P。 P P
'

共线 :

先构出Poti.EE -_-"是 2
'

_

-2。

x_x。 y - yo I - Zo
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§ ,特殊曲⾯ #2 [锥⾯了 T.PE/PPo 与⼚上每点,连线构成曲⾯三

key :P。 P P
' 三点共线

求 三步骤

① P
'

i n L P
' 满⾜ Fcx.yi.z.no 特例 ; ⼚ ; {

f"⼩⼆ 0
poco.o.ro,

Z = C

G 1ㄨ
'
, y i z ) = 0

②三点共线 : " 三 :

ftp.fko_xxox-xoy-0-Z-iity-yoZ-zox?=tcx-Xo)tXoly'=tcy-yo)tyo
Z
'

= t ( Z -20) t 20

③ 将 X
'

y
'

z
'

代⼊ F G ⼀个消t ⼀个作答

[旋转⾯了 ⼚
。
L轴 ⼚ 绕上旋转 构成曲⾯ 之 图示 ;

经线 ⽇ ⺎且 Lc⺎ 的 三 fi ?纬线 : HQETQ绕上旋转所得圆周 "

keyilPTI-P.nl
① P

'

E P F ( X ' , y
'

,
2'1=0

Gcx , y
'

,
2) = 0

特例 ㄏ { f
' ㄨ 1 2) =0 L 0 x轴

y = 0
② 求 P。 ⽤ P '表示 Po I. Po P 在⺎系上

AxtBytcz-E-IA.B.ci ⇒ 三 fcx.ITE.ro
⼆
,
Po EL ⇒ ⽤ D表示

xo.yo.ZoI.PT:P。分 1

淔纹⾯了直线构成⾯总称

常⻅直 纹⾯ 双曲抛物⾯ 器 - j = 2 2
⇐>饴书 ,电影"三
⼼ 适 ⼗

万
"
) 2 ⇐> 玐=.fi/tt於 2⼊

1
。-

1 : 0
" 陆⼗万

"
)⼊ , +2⼊2 = 。

Ǘ⼀号 )⼊ ⼆ZZ 2⼊ , +1Ǜ-放⼊ , ⼆0

Molxo.yo.z.co ) 满⾜ Ǜ- i =2Z ⼼ ⺕⼊ERS.t.no 满⾜ 陆⼗万
"
⼆ 2⼊

Ǘ⼀号 1⼊江

⇒直
,
线族 , 陆 ⼗万

"
= 2⼊

⼀放⼊⼆ Z

同理 直线族 2
( t

- ⻙ -H
# +

"
万州 ⼆ ⼯

[性质了 对族 1 : 陆⼗万
"
= 2⼊

⽂ ⼆ lai-b.IN
⼀书⼊⼆2

2 :

( t
- ⻙ ⼆ 211

j = 1 a.b.IM
㳗 +

"
万州 ⼆ ⼯

性质 ① 同族两条⺟线异⾯ [⼋⼗⼋ ⇒ ⽆公共点且义⽕不了

回异族两条⺟线相交 [ 1 0 +加⼊ 有唯⼀解 且成响
了

1 ⻓号 =21-1
Z = 2⼊H

单叶双曲⾯ Ǜti-= 1



20

21

22

23

24

19

18

17

16

15

14

13

12

11

10

9

8

7

6

5

4

3

2

1

Keywords 关键词

Summary 总结

Notes 笔记

⼼ ( E -i- = 1 1- 1 1为

⇐> 恰恰
" 万
"
班

1 0

⼼

[
Ǜt Ē 了 ⼊ + 1 1 ⼗万

"
1 1 -⼊2) = 0

1 1- 吉 )⼋ ⼗ (T_T)(i) ⼆0

①

⇒ Mo满⾜ j +岁 - i = 1
⼼⺕⼊

,
⼊
2
不全为0 S.t.in

。满定①

⇒ 直线族 :

(
⼊.li +0 ⼆⼊211⼗万

"
,

⼊ 1 1 1 -放⼊2 1 i _
i = (i",缨

,
_
"们

(
从 公"江 从 1 1-

江湖_炽 -

21-" , "_啊1-1 1 1唹 = m t-

①同族异⾯ ②异族共⾯ (相交 or 平⾏)

[⼆次曲⾯了 ⽅程为⼆次的曲⾯ 平移 0⼼好 t y
2
- 5 2

2
-2x - 4y + 30 Z

- 40 =0

常⻅⼆次曲⾯ 椭圆 柱⾯ 器 +岁 = 1 由配⽅ : (x - 1 )
2
+ ( y

-2)
2
- 5 12- 3)

2
=0

⇒ i)
2

+
1

-
2

- 12 - 3)
2
= 。

柱⾯ 双曲柱⾯ 整热
锥⾯

,
以 1 1 . 2 . 3)为顶点

抛物柱⾯ 好 = ±2py

旋转 此2: 对⼯⼆ 2刈 消去交叉项

锥⾯ 红景意。

T 红轴逆时针转 Ē
- ē -_-㤀

y或:P
'

椭球⾯ 缸了懚 , 我⼀⼈
ēiix,其它⼆次曲⾯ x lēis

椭圆抛物⾯ 式 + 岁 = 22

坐造 oixētyeitzà
标 换

- ētyētzèj
双叶双曲⾯ ⻝垥-= - 1

常⻅⼆次曲⾯ = xiiit-ityi-e.tnitzià
单叶双曲⾯ 戒-_- 埪

x-yie.tl#xi+jnE+zU=Yx:ix:iy,

双曲抛物⾯ ijzz

y-x.iy-ziix-jsix-yni-Ziz.Interludel.li/,y,2)(-p,4.01j2.lx.y.zi-ir.0.z.JP/x=psin4cos0p-rcosoii.PL/=Psi174Sinoy-rsinozipcose.FI-2 lōip?"

球⾯ 坐标系 柱 ⾯ 坐标轴
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[ 线性优数 ] [列式与⾏矩阵 ] [ 线 ]
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线⼆

⾏列式

§
, ⾏列式 由特殊到 ⼀般

2阶 ⾏列式

|
G 1 1 912

| = a.az iazau921 922 观察 : 1
.
a j i ⾏标 j 纵标

2
. ⾏标⾃然顺序

了阶⾏列式

a. , a 12 G 13

K21 922 923 | = anauantaizagitG.fi 21932931 932 933 -

a 13 G 2201 31
- G 12921 93 3- G 1 1 G23932

interlude.in阶排列了 由 1 . 2 , -.- , 17 组成的⼀个有序数组

排列总数 : n ! ⾃然顺序 : 1
. 2 . 3 - 17

[逆序数 ] 若⼀对数 前后位置 与⼤⼩顺序相反
,
记为⼀个逆序

例如 24 3 1 : 2 1 43 4 1 3 1 ⇒ 4

排列 j.ji.in逆序数为 ㄈ

⼕ 奇 : 奇排列 亡偶偶排列

{ n阶⾏列式 } 1 1) 由 mxn 个数排成 m⾏咧 的矩阵

a. , G12 0 - 1

9ㄇ

| 称为⼀个 mxn矩阵A = | i l

am , ⼀ 。

.hn/7=(GIj)mx17l2)m=rnA
为 17阶⽅阵 对应的数为 17阶⾏列式

|
" " -9ㄇ

| ornordet Ai .

a m . _ _ _ _ d nn

1⽉ 1 = 三 ( - 1⾾㤈" a.j.azjz.i.a.in ==HFiiiinlai.iaizzcr.ainniiinii.in
Q :Dn 中正 员项是否各占⼀半 ?

Def 。 在 ⼀个排列 中两个数位置互换 其余数位置 不动
,
为⼀次对换

[定理 : 对换必改变排列 奇偶性 了

定理 : 在 17117227阶排列 中,奇 偶 排列 的 个数相等 个 )
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⾏列式

§ ,⾏列 式 ( ⾃学修正 ) [ ⼆阶⾏列式 了
! ! ! 1 = a d - bc , 也可记为 △ ,

D

试⽤ : 解=元⼀次⽅程组

化 1 1 ㄨ i t a 12ㄨ2 = b ,
⇒ {
x , =ii-2-2GZIX.taz.lk

= 172 XE.bzhll-eebeanazz-a.hu

可记 ; △ = 1
91 1 912

1
1

92.1 922

规律 : 0分⺟未知元系数原有相对位置排成
⇒TÍ△ ,

⼆ 温 㗊 1
==_ ②分⼦把分⺟⾏列式中 ㄨ . ,ㄨ2 系数所在位置换成2个常数项

T T
△< = 1悡, 别 x . =

172 012

-
2
x -⼀些別

exigx.tl/z=3Xi-3x2=-lx.=ijx2墽解读脚标 aij

i : ⾏
,即第 i横上⾮ [三阶⾏列 式了

1
01 1 1 01 1 2 0 13

91 1 G 22 G23 + G 12 923 G31 ⼗ 913 921932

ji 列 , 即第 j 竖列
a" a" ⼼ | = - a.3 azza31-aizazia33-ai.az3932931 932 933

* 如何理解 ?

A
, ⼏何法 G 1 1 01 12 G 13 G 1 1 01 12

a.
ˋ

azz-azfazfazzazn-aEafaia32.at
- …t t

B.降价法

0111 0112 913

gitgiǎqy
规律 : ①第⼀⾏三个元素乘以⼀个⼆阶⾏列式

1921 cnzz.cn/=an./a22G23G2g/-a,y921Gzj ② 该⼆阶⾏列式为划去 aj 所在⾏列
931 932 933 后剩余 4个元素保持原有相对位置

③ 每⼀项前 符号 : 1- 1 )的

同理可以按 ⼆
、
三 ⾏降价

C. ⼕ 法

①每⼀项其⾏数 之 以 1 , 2,3 有序排列

② j 从 1 , 2,3 组合排列 共 3 1项

③ ㄈ l j 的逆序数 ) ⇒ 奇 - 偶 ⼗

三阶⾏列 式四 ⼤基本性质
(i)若某两⾏例 对应元素成⽐例 ,

该值为 0

(ii) lantai anan.cn
'

aiztaiaBtaifkanayyaia.ie921 922 923
931 932 933 931 932 933 𢇃 黎 𢒑 |
G1 1 912 913

(III) Naziazz.az, 1 = |
M" ⼊912 ⼊913
az.la22 9231

931 asz 933 931 932 933

(iv)两⾏ (列 ) 元素互换
,

值为相反数
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试⽤ : 解三元⼀次⽅程组

1911 X11
- G 12Xz t G 13 X 3 = D,

b.CI 12 G 13 aiib.cl 13 G1 1 9 12 b ,

1921X11
- 9122X21- G23 X3 = 172

" "2 G 3

1 △ 1 = 1bzazz.cn/0z=/G2lbzGz3/4=k21G22DzlLl=la2lG22Gz3G3lX1tG32XztG33
ㄨ 3 = b了

" ' 932 433 173 932 933 931 173 933 931 932 173

⇒ x.fi xzzf , =="

[ 17 阶⾏列式 了 没 172个 元素排成⼏⾏ ⼏ 列

anaiz.i.CL 1 17

Dn = | a' a"
" G2ㄇ

: i :an.an.am/
算法 : 17n = 三 l-lia.s.azszi.ans.nlㄈ式 )

Si.si517

Dmai !"
"

| + a .2 1!
""""

| + -.- + a.nl!
" '" '"

1 俆⼦式 ,
19172-i.am ' G17 1 G173 . t.am 1171 -.-917 ㄇ-1

17阶⾏列式性质

i) ⾏列式与 转置⾏列式相等 vii)

| !
"

' " ' a 1 1< O ' O

i i i ,

ii) 对调两⾏ /列 位置
,
⾏列式呈相反数 , .

:

" … cikbn.li/T!"仆?"?7GKI-s-akko.ro :

iii) 任 ⼀⾏ 1列公因⼦ 可以提到⾏列式外⾯ alk-akkbn.br1-

1 : i i i
iv ,若⾏列式 某两⾏ / 列 元素成⽐例 ,

其值为 0 cn -.- crkbn-r.brr 分块

V) fi.am
" ' T a"

e-a.nlai.tbiiaintbinfkii.int/i,i..-binani...Cinnà171 i.CI1717 àn , àm

VI) 将⾏列式任意 ⼀⾏ 1列 的 K 信加到 另⼀⾏ 1列 上 值不变

余代余

,17阶⾏列 式展开 ; t

[⾏列式按第 i ⾏展开 了 1 A i = (
⼀州 Mij

1 Mij 为划去 aij 所在的 Licj 后的 ⼀个⾏列式

1⽉ 1 =

aiiAiltaizAizt-i-tainAiniiaisA.sn
阶范德蒙⾏列式

1 1 ' ˙ - 1

D = |
⽕ ⽕ …

"
" "

eg.la ,b.ca2.b2.cz/=1b-a)lC-a)cb-cjxixi...xi1eicin::

炒 ⼼ , 炒
⼘
不 你们

i ↳ 所有 下标满⾜ 1 Eicjen 的 因⼦ caj.cn 的乘积'

Def.lt 的转置 : ⾏列互换 [即⾏列 地位对称了

1 A 1 = 1⽉ 1
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⾏列 式

§
, 17阶⾏列式

、

(⾃学修证) [ 17阶⾏列式解题思路了

利⽤ ⼏个性质

A.对调两 ⾏ /列 位置 ,
⾏列 式 的 值相差⼀个负号

[两⾏ /列相等的⾏列式值为 0]

B ,⾏列 式任⼀⾏ 1列 元素的公因⼦ 可以提到 ⾏列式外⾯

[两⾏ 1列对应元素成⽐例 , 则⾏列式的 值为 0 ]

c. ⾏列式第 i ⾏ 1列 每 ⼀个元素都 可以表示为 两数之和 , 则该⾏列式可以表示为两个⾏列式之和

D.将⾏列式 任意⼀⾏ 1列 的 k倍加到 另 ⼀ ⾏ /列 上去 ,
⾏列 式的 值不变

凑出 I. 上 1 下三⻆⾏列式

正
, 两⾏例成⽐例

[⼏个基本模型 了

① A =

f
ㄨ ㄨ ' " ✗

x
xaz x_x |

解 A ⼆

fqa:-x :-X川: i i :
xxx-r.cn

: i i

x-a. 0 0 C117
-X

17

X-ai-x.la共总 -.-

㣏i = 1
- 1 1 0

i . i
i

,""

ǎifj
0 - 1 0 0 - 1

1 . c n

= ⻄ ( a i -x ,㒜
'焱 杰, 态, -.-

!0

。

0 ! 1ò
: i

O a . 。 1

= [ 1⼗点 1点, ) ] 息 ( a i -x)

§
.
克莱姆法则 [ 17元⼀次 ⽅程组 了

i.
……………

| G12 i t G22 X2 + 1 - ' t 9217X17 ⼆ 172
⇒ p = | G

' "

!" |i i Gn-i.CI1717

ainX.lt 9217 X21-,,- t Gnn Xn ⼆ 1717

Gn-r-ai.j-lbiai.jtl.in G1 17
[ The 0rem 了 xj ⼆号 1 Dj 为 第 i 列 元素 aj.azj.in 换成 b.

, bz-Dik21-azilbzaz.jti.i.azn |i i ? :
⼀ :

ani-r-an.j-lbnai.j-l-r.am
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§
,矩阵 [定义了 1⽇ mxn 个数排成 m⾏咧 的矩形数表

-

auaz.i.am

A = 1 921 0122 -

t.am/=(Gij)mxni:Cl17ldn2.--Cll7m-
[特殊矩阵了 1

. 列矩阵 ; m n m维列 向量

i i l i = [ a . - i a n ]

b 177

2 。 ⾏ 矩阵

Rem : 任 ⼀个矩阵可表示为

A : [ i i - …成了

了
,
对⻆阵 A : (aijnxn (单位阵 ai i = i 表示为 En /In )

I""ˋ
-
1

4
. 上 ,下三⻆ 阵 ;

[
1 1 0112 - - .am
922 , .am/'

下三⻆同理 ,
-

-

。

nㄇ
-

5
- 奇异阵 : 17 = 1 aipnxn 1171 ⼆ 0 1 1⽉ 1 元 即为⾮奇异阵 )

§ .矩阵运算 [t ] A = g) mxn ①交换律
B = cbijmxn 回结合律

业 ③存在零元 。

逆元
A t B = ( Gijtbj) mxn

E] A - B = A t l- 13) = ( a j
- bijimxn

[灯 数乘数 K与矩阵 A 的乘积 ㄖ 结合律 矩乘作⽤ :

RA = ( kaijmxn ②分⾣⼰律
1411

ㄨ i t a 12 ㄨ2 ⼗ -.- + 9117X17 :D,

QZIXltazzXzt-r.tl217 ㄨn = 17 2矩阵乘法 : A = (aijmxk 13 = ( bijkxn
① 结合律 l i i i ;

amix.tamzxzt-r.tG.hn Xn ⼆ 1717则 A B = C = ( Cijmxn ②分配律
其中 cij-aiibijtaizbzjtr.it aikbkj 1171 ⼆0ii) mxn X ⼆ 不 B ⼆ 万,

i.

iciicai.az-_- aik

华州
出 ⼝

⇒

AX-Bbkjptof.CAB) C = A ( BC)

A = (airl.mxK B= ( D ts ) Kxl C ⼆ ( Csj ) (x 17

1⽉ 13) C 的 (iii) 元素 : A B i⾏ xcj 列 A 1 13( ) 的 (ii)元素 : A I⾏ ✗ Bcj列

A B 的 ci.si 元素 : Ìairbrs Bc 的 cr.jo 元素 : Èbrscsj
r= 1 5- 1

⇒ 1⽉ 13 1 C 的 iii)元素 点 (惑 irbrsk.si ② ⇒ ⽉ 1 13C) 的 (ii) 元素 : iairl Ìbrscsj ) O
s= 1

现证 ② ⼆ ① 即可
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[ A
K
] ① AKA 1 = A K+ 1

② (A们
"
= A

K L

[⼀些特殊] ( A + 13 )
2
= A (A -1 13 ) + 13 ( A -1 13 )

= A
2
+ A B t BA t 13

2

( A - 13 ) ( A + 13 ) = A 2 t A B - 1317 - 13
2

1 1<A 1 = K
'71171

profi ( A B )
「
= A

「
13
「

[转置了 ① ( A 「 )
「
= A A = ( a ii) mxk 13 = ( brpkxn

② ( A -1 13)
「 = 17「 + 5 (A 13 ) 「 与 13

「 A
「 是 17 xm 矩阵

③ ( KA )
「
⼆ KAiOIABFcij-ABcj.DK

④ 1 ⽉ 13 )
ㄈ
= 13

「
A
ㄈ

= 忘 ajrbri

② 5时 (ii) = 13
「 i ⾏ x A可列
业 业

[对称与反对称了
13 i 列 Aj⾏

K
A = (aipnxn A = 17 「 对称 ⼆ 三

btiajrFIAI.AE反对称

对称 911

G12-i.am/aiza22iOA.B对称阵 则 KA At B 对称阵。

'

。
(in.e.a.in 1

20 A = ( aij.mn ⽉ 17 「 m 阶对称

17「A 17阶对称
反对称

,
" 和

t.iain.az922
i

: …
… -

1

§,矩阵初等变换 [初等阵了 对单位阵 经过 ⼀次初等变换得到 的矩阵

Eic⼊) : 将 I 的 第 ci.is 元素 」 换成⼊

E "的 : 将⼯ 的第 (ii) 元素 0 换成⼊

E " ; 将⼯ 的第 i ⾏ /列 与 第 j ⾏咧 对调

[拓展了 A
⼊"
- 13 =

EiAA-13-AEicmln.LI#sB=EicNAACjt_iB=AEciA-sB=
EIAACic-s-SB-n.inij
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§
,
矩阵 1荀 化 [阶梯阵] ( i ) 第⼆⾏起

,
每⾏ 第⼀个 ⼀⾮ 0元的列标⽐上 ⼀⾏ 第⼀个⾮ 0元 列标⼤

⼩ 某⾏是 0⾏, 则 下⾯⾏ 全是 0 ⾏

[ 个⻧化阶梯阵 了 (iii) 每⾏第⼀个⾮ 0元 均为 1 旦其所在列其它元均为 0

[ The0rem 了 任⼀矩阵 经过初等变化成为 (简化 )阶梯阵。

( A 与 B 等价 ) 凡经过有限次初等变换化为 13 0 ⾃反性 ②对称性 ③ 传递性

§ ,逆⽮巨⻖东 [ Def ] A EMnxnIBEMnxnS.tn AB = 1317 = I

则 A B 互为逆阵 ,
A
. 13均为可逆阵

Prof , 逆阵唯⼀性

if A B = 13A = I A C = C 17 = I

the17 13 : I B = CA B = C I = C

[规律 ] ( A ") " ⼆⽉

(A B )
"

⼆ B
"
的

(⼊A)
"
= ⼤ A-1

(A5 -1 = (A
- 1
)
ㄈ

[判断了 1171 ≠ 0 ⇔ A 可逆

§
, ⾏列式乘积法则 没 A.BEMīn 则 1A 131 ⼆ 1171-1131

[推论了 1 ⽉ 1
- A k 1 = 1⽉ 1 1

ˋ ˋ ˋ 1Akl

Prof : 逆阵存在条件

[伴随⽅阵 了 代数余⼦式 A j = 1 - 1)
成
Mij

伴随余阵 : A
*
=

「 A1 1 ⽉ 21 - ⼀ - A 17 1

1
⽉ 1 2 ⽉22 -_- 肌 |i ; ˋ

i

A 1 17 A217 - - ˋ A 1717

观察 吖 A 的 iii) 元素

( AIIA2IA3irn.lt iii)

fj
⼆ È Aiiaj = 1

1⽉ 1 i i
T= 1

loitjc.ly
则 A
*
A = 1⽉ 1 0 n n

- 0 = 1⽉ 1 . E

f 1⽉ 1 . ⼀ .

0 . n -
i

i i i 1
0 0 -_- 1171

若 1171 ≠0 则应⽤ ) - A = A 1店 ,肭 ) = E ⇒ ⼀定存在 A" : 有 A ⼤

若 1A 1 ⼆ 0 不存在

[ The 0rem 了 没 AE Mnxn 则 A 可逆 ⇔ 1171 ≠ 0

§
,
求逆阵 [ The0rem 了 没 AEM.in 则 以下 三条等价

① A 可逆 ② ⺕初等阵 R-r.Psst.Ps.Ps-i-B.P.AE I ③ ⽉ 可表示为有限个初等阵的乘积

构造 nx 217 矩阵 ( A 1 In ) 若 A 可逆 Ps-RP.LA/In)=lInlPs-PzPi)=lInlA-1j
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例 ; A

⼆年 i #
"""

1点式
。
: ⽉1 1 2 0 1

Eif
1 1 2 0 1 0

0 2 -1 1 0 0 1
-1 -1 -1 0 0 1

1 1 2 0 1 0些⼈ 。

"

。 iii)
⾲

⼼ ⾔剉
0 0 1 0 0 1

T: 器信瀚 ⼼ = 1
-_-
主 之 ⽴ 1
0 1 1

§
, 分块矩阵 [运算规则 ] A

事只⾔ !!! 叽!!
" " 0"

P2 1 13 2 . ㄧ - Pz s | Q2 1 Q22 0 1 - Q25

r.irz.r.Q.rs/l1)AtB=lPijtQij)rxs(2)kA=lRPij)rxs
的"

⼘管 器
。 Pi
… 刚isiis.r.in

(4) A 13 :把 Pij 当作 ⼀个整体
,

运算 法则 ⼀样

151 A =

1
⽉ 1

⽉ 2
.

,则
A"

(脂:
"

,

⻔州

[常⻅⽤法了

PA PB ex.EE 的
A D 可逆 求 T "A B

T l c D |呢 911

c.DE911
A B

|
⼆

(
A B

将其改造为 1-
C D C P DP |

叫
" B 信 : 1 1

⽉ 0

1 = 1点 别
c pT l

A
c D

p I | |
A B

c.tl?ADtPBIP=C.A-1时 ;

(
⼯ P

c 川
=

1
⽉ ⼗⼏ B啊 ( ⼯ 0

c.si/A0oIIlABc.nl/A0aDlCD |
⺌

D ¥"

㑎 1 1
⽉ 13

c 。
1 7

C D

A B ) ( D T )
"
= T
"
D
"

⼆ ( A
" 0 10 D
"

T
- 1 = [

A" o

o 的E.mil!点 , 别
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线性相关性

§
. 向量组 线性组合 [线性组合了 没 x.m.r.am 为 m 个 17维 向量

,
则其为 17 维向量 的 ⼀个 向量组

( ⾃学修正 ) ⼜ 没 k.kz - -1 km 是 m 个 数

称 B : kix.tk以2 t.int Kmxm 为向量组的 ⼀个线性组合

[ Remark ] X 1 = ( G 1 1 , G ⼝ ,
' i i

,
G 1 17 ) d z = ( G2 1 , G22 ,

r-s.az/7)'''Xm=(Gmi,Gmz,..i,Gmn)p=(ikiaiiKiaiz.-',iKiain)
ex : 2 1 = ( 1 , 0,2 , 0) X2 = ( 3 , -1,0 , 1 ) X 3= 1 0 . 1 , -1,0) B = ( -2 . 3 . 0 ,

- 1 )

求 K.kz K3 = ?

!是:品怒OKI-kz.tk 3 = 3
⇒怜注 ]

K3 = 2

0K.tk2 + 0 K3 = - 1

[线性相关与 ⽆关 ] 没有 m 个 17维向量 xi~xm.it ⺕ Knkm 不全为 0

S.tk/x,t..-tkmXm= Ò

则 称 x_xm 线性相关

IProp7.ci , 包含 Ò 向量 组 必定线性相关

(2) 包含 两个相等 1 平⾏向量 的 向量 组必定线性相关

(3) 向量组 ⼀部分 线性相关 则 整体 相关 部分相关 → 整体相关 * 缩短向量 不改变相关性

(4) 向量 组整体线性⽆关 则 其 ⼀部分⽆关 整体 ⽆关 →部分相关 * 延⻓向量不改变 ⽆关性

[判断 I 线性相关 ⇐> m 个 向量 中必有 ⼀个是 其余 m - 1 个向量的线性组合

⼏何意义 : 以三维向量为例

(i) ⼈ , B 相关⼼共线

⼜ ⼀ B ⽆关 ⼼ 不共线

III) x.B.ir 相关 ⇐7 共⾯

[矩阵的⾏ /列向量] A =

|冬 |
其中⼜ i-caii.aizn.aij.r.am

- 2177-

0 r A = [ B . B 2 . _ _ p n ] 其中 B; ⼆ ( a j , -.- amjF IX.

⼀⼀年!
" … "

听
⼆ 0

[⾏ /列向量相关 ] (i) ⾏相关 : ] X = [ X.xz.in ㄨ n ] X t O a21 0122 . i . a 2 17

i i

s t . X - A = 0 Lamiamzrr.CI nn
列相关 : 丑 X = [X . X2 - i ' ㄨn ]

「
X 中 0 T.CI 12 . , .cl 117

⼀

炎 |
= o

st . A x 。 |! "? " "听 就(ii) ⾏列式 : ⾏列 相关 ⇐> 1A 1=0

l.am/am2r..annIPropIcnn+r
个 17维 向量必线性相关

(2) 17维向量组 E.Ez.si Er 可 由 向量 组 7.72.1.7 s 表示 若 1- > S 则 E 相关

⇒ Ei Er 可 由 ⻔ , -_- 17 s 表示 但 xi.im 线性⽆关 ⇒ res
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Date /Title

§
,秩 [ Def :向量组等价了 若⼈ ~⼈ 可由 B . ~ Bs 线性表示 且 p.ms 可由⼈ , nxr 线性表示

则 ⼈ ,
~不 与 B .

~ Bs等价 ⼼ ⾃反性 的 对称性 (iii) 传递性

[ Th eo ] 没⼈…⼈与 B. -.- Bs 等价 、 线性⽆关 , 则 r = s

I Defi极⼤⽆关组 I 设 S 是⼀个向量组
,
M是 S 中 r 个 线性 ⽆关向量 组成 的部分组 ,

把 S 中 任 -其他向量 加到M 中

则线性相关
,
则 称M为 S 的 ⼀个极⼤ (线性 )⽆关组

,

IProp7.ci) 任 ⼀极⼤⽆关组 与 向量组本身等价

(ii)在 ⼀向量 组中 任意两个极⼤⽆关组所含 向量个数相同

IDe.fi 向量 的秩 ] 向量 组 极⼤⽆关组中所含向量 的个数

[ Theo ] 设 Sj 的秩为 rj j = 1 . 2 Prof 117没Mi为 Si 的 ⼀个极⼤⽆关组

(i)若 S 1 1⽇ Sz 线性表示 则 r.sn Mi ⇐> Si Mz Sz

(ii)若 S , 与 S2 等价 则 n_n ⇒ M , 可 由 11112表示

且M , 为⽆关 组

⇒ r.ir2

[ Def :矩阵的秩 ] 没 A = (aipmxn A = A , ⼆ ( 13 . 132 " ' B n ]
A 2"An

其中 Ailaii.aiz-i.ci/7)Bj=lajazji--amjF
①矩阵的⾏秩 : 矩阵⾏向量组 ( A . 17 2 . _ ˊ A m ) 的 秩

② -.- . 。 为秩 ; < - , 列 · ˊ _ _ ( 13 1 132 . 。 . 1317 ) 的秩

③矩阵的秩, Iinterludeik阶⼦式 ] 在mxn 矩阵 A 中 任选 K⾏ K列
,
在这些选定⾏列交点中的 K

2

个元素 按原顺序排列

最⾼阶⾮ 0⼦式的阶数 (记作 ⼼⽔ 1⽉ 1 )
结论汇总 :

1 . 17+r 个 17维向量线性相关
2 . G , -,,- 可由 7 , - 17 s 线性表出且 1

-

> s 则
[ T heo ] A 的秩 = A 的⾏秩 ⼆ A 的列秩

G. ~ Gr 线性相关
Prof : A # 0 A 的秩为 r ⇒ ⺕ A 的 ⼀个 ⼦阶⼦式⾮ 0 1-+ 1阶⼦式全为 0

3 . S, 可由 S2线性表出 ,则 tcs.IE rcsz )
只证 1

-

= A 的列秩 即可 4
. A : ⼈ , nxs 线性⽆关

A-ana2.i-a.in 不妨设这个⼀⾮ or阶⼦式在前 r列 K -

1到
⼆

缴 则 ⼩ 北 仁713线⽆

仇 "" 红2 - ˋ G 2ㄇ

i :
5 . 秩的不等式链条ananic.mn/SteplIlA).TlB).tlAtB)Etljj.t(A,B)ED=f9''-.aiirg,...im/-to ⇒ D的 1个列向量线性⽆关 ( 1 17 1 # 0) 17⽉) + 51 13) 三 ITABltnsrlAltn.tlB)+17

⽉ 的 前 1-列 是 D 中列 向量 的延⻓ ⇒ 不影响⽆关性 ⇒ A的前 1
-个列向量线性⽆关

Step 2
现证 Xj ttlfjsn 可由 x . ~ xr 线性表示

考虑 Pj

⻜吻
可 与 B ,⼀ 必线性相关

ai.jILIL2.i.li
K 不全为 0 L.p.tlzpzt.i.tlr p r + k Bj = 0 ⽇ K ⼗-0

⇒pj-ipi-ipz-o-e.ir
对⽉初等变换 : xjti.ti.liar = !! 其中 bij.i-bi.jo

吣 现证明bjeoiti.iz-i.li
jnj
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取 A 的 ii.ir ⾏及 第 i⾏

取 A 的 1 ~ 1- 列及 第j 列

D-ain-aiiraij-fjaii-c.iri ! i ifin.i.a.ir aij : i i

aiii. -.- aijairjairi.r.a.ir/C1tic2-eec3t...+-,fitiaiit-.-+iairaii---air'#caij+ ia.it -.- ic.ir ) 。 D : 0

i
ˋ

D #O
i

i

i o a… …c.ir/=,aij+-..=o=7bij=o=7xj=kixi+---tkixr
证毕

[ Theo I 矩阵初等变换不改变矩阵的秩

[ Th eo ] 对 A作初等⾏变换化为阶梯形阵 13

1- 1⽉ 1 = 1
-

1 13) = 13 中⾮ 0⾏个数

* ⾏ 变换不改变 列 向量 线性关系

* 列 ⾏

冖 " A , 13 ) 《 T
l ! 别 t h i = 1 1⽉1 +5(B)

A. 向量组可⽤ B 向量 [ Prop ] ( 1) 设 A B ⾏数相同 则 T (A ) 《 1- 1 ⽉ , B) EtcA) T T (B)

组表示
,
则 1- 1⽉) f T( 13) 12) 没 P Q 列数相同 则 T (P ) E t ( ⺠ | s t ( P) + r (Q) ( 1)

*
12)
*
A
.
B ⾏列数相同 T ( A t B) 《 ⼴ (

A
,
B) ETIAHTIB)

(3) 没 AE Mpxn BE Mtxm Prof : 1- 1⽉ 1 = t r ( 13) = S 1 5 1㓧
r ( 含 的 = T (A) + r ( 13) A B 存在715 阶⾮ 0 ⼦式 1⽉ , 1 1 13 . 1

1
⽉ 1 0

1 = 1⽉ 1 1 1 13 1 1 =1 0 是 1⽇ f) 的 1- + S阶⾮0⼦式
0 13 1

14) 没 A E Msxㄇ B E M 17 XM

问 B ) 的 r + s + 1阶⼦式 ⼆ 01
-

1 A ) t T ( 13) - 17 f T ( A 13 ) E 177⻔{ T 1 17 1 17 13) | 现证
⼤

Piof.tl A) ⼆ 个 ⺕ 可逆 PEMS.is QEMnxn 1
0 前 P ⾏选 1- + 1⾏ 1-t s + 1阶⼦式 = 0

A :P Üǒj Q 2
0 后 七 ⾏选 「+ 1 ⾏ 亦同 证毕

AB :P

FHQB
令 013 ⼆们 GEMixmHEMn.mxn

= P 1到 1- 1 ⽉ 13) : 0 1 17 1 9 1 ) = 1- 18 1 = r (G) ㄑ T = 1
-

( A)

[不等式链 ] 1- 1 ⽉13) = r ( G ) 《 rl刣
= r ( 0 13 ) = r (B)

T (A). 5 (B)

ETljj.TT/Y3)ETlA)tTlB)ETlAB) + 17 1- 1 13 ) = F 1Q B) = 1
-

1刣 E 5 ( G1 4 T (H ) E T (A B) + 17
-r = T ( A B ) + 17 - 1 1A)

ETIAJ.TL B) + 17 15 ) 没 AEMpxnBEMtxmC.CMtxn

.tl/t)ttlB)ErlEgjErlAJtrlB)trccj.EXAEMnxnA2=I
求证 : 1- ( A t I ) t r ( A -I ) = 17

1
0

1
-

( AtI ) t T ( A - I ) E T ( 1AtfffI) ) + 17 = 17

A2 - I
2
= 0 .

2
0
T( A t I ) t T (A -I ) I T ( A t I + A -I ) = T 1 2⽉ ) = T l A ) = 17 1 1⽉ 1 # 0 )

[ A * ] A E Mnxn Prof : 1
0

1- 1 A) = 17 =7 1⽉ 1 # 0 =7 1⽉
* 1 1= 0 =7 1- 1⽉为 = 17

r ( A * ) = 1
ㄇ " '" ⼆ ㄇ

2
0

1- (A ) < 17 - 1 =7 A H 17 - 1阶⼦式为 0
T (A) = 17 - 1

1 6
1- 1 ⽉1 < 17 - 1 17 - 1阶⼦式取 i '们列 ⇒ Aj = 0

A* = 0 => T ( A
* ) = 0

3° T ( 17 ) = 17 - 1 =7 1⽉ 1 = O

T ( A ) + 5 1⽉1
*
1 E 17 t T ( A * 17 ) = 17 ⇒ 5117为 E 1

1- 1⽉ 1 = 17 - 1 =7 A* t O ⇒ r 1时 ) = 1

⺌

⺕ ⼀个Aijt 0



20

21

22

23

24

19

18

17

16

15

14

13

12

11

10

9

8

7

6

5

4

3

2

1
/ / / / /Keywords 关键词 Notes 笔记 Review 复习记录

Chapter

Date /Title 利⽤矩阵讨论 线性⽅程组的解

§
,导论 #考虑 m个⽅程 17 个未知量 的 线性⽅程组

421 ㄨ l t G2 2 X 2 t.s-taz.MXn ⼆⽉2iii.!!! iii.
"

⾼ 。

令

叫
… "

! 1 所剡 听影i
GTITI.r.cl 17717 X17

⼼ A i = 5

B : [ A , b ] 为 ①的增⼴矩阵

[⽅程组⾏变换] [增⼴矩阵初等⾏变换 ]

i) ⼊⼟0 乘以某⽅程 ⼼ ⼊Li

(ii) ⼀个⽅程⼊倍加到 另⼀个⽅程 ⇐> Li +⼊4

(iii) 互换⽅程位置 ⇐> Li↳ Lj

§
,
⾼斯消⽆法 旷变⼗⼀点 1301简化阶梯阵 ) 以得 ①解

13=

1
1 1 - 1 1 2

| 合共 1
1 1 - 1 1 2 1 1 - 1 1 2

exlx.tt:-X了 ⼗ ㄨ4 : 2
o z z o o |

'上

个 0 -2 2 0 0 11 -1 1 1 2

1
ㄨ i - X2 t X3 t X4-2 1 - 1 -1 -1 0 0 -2 0 -2 -2 0 0 -2 2 -2

X 1 - X 2 - X3 - X4 =0

0 1 - 1 0 0 1
-

1 6 9 % ⻔
"-

1
1 0 0 1 2

0 1 0 1 / |
= B。悬 1 :只只

, oo.in 0 0 1 1 1

1 ㄨ i t X 4 = 2 X 4

ㄨ i = 2 - t t E R
|
X 2 + X 4 = 1 "fxzi.tl/3tX4=1X3=l-t

[⽅程的存在性 ]

Theoremi ⽅程组 ①有解⼼ r (A) = r ( 13)

所eorem 2 1
-

1⽉1 = r ( 13 ) = 17 时 唯⼀解

⼘ ( A ) = 1 1 13 ) < 17时 ⽆穷解

Prof 1 : 1
0 T (A ) f T ( A , B ) = T 1 13 )

13 ⾏变换为 B。 则 A -> 17 0

2 0
"

⇒
"

if T lA ) < T (B)

⺌ 业

1
-

1 17 0 1 ㄑ T ( 130)

A。⾮零⾏ < B。⾮零⾏

存在⽅程 : oxitoxzti-toxn-drt.lt 0

Bii ⇒⽅程① ⽆解
。1䶡

故 if ① 有 解 1- 1⽉ 1 = r ( 13 1

3
0 "
⇐
"

If T 1⽉ 1 = r ( 13) = 1
-

调换 B 。 前 17列次序 s.t.is 。 左上⻆ 为 「阶单位阵 (改变未知量顺序 )

1307 , 圝
对应⽅程组 1

" "… … …………

ix.
-_-+1t.Xztczttlxrtt.r-tb.tnㄨ 17 =

diifxrtG-rtlxrtlt.n-tc.mx
ㄇ = d r ㄨ t = eiixrtlt.it dr

✗灬 ⼀⼼ 为⾃由未知量 ,
有解

Prof 2 : 1- 1⽉ 1 = 1- 1 13) = 17 ⽆ ⾃由未知量 唯⼀

「 1⽉ ) = 1
-

1 13) < 17 ⾄少⼀个 ⾃由未知量 ⽆穷
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exfaxtytz-a-7.si 。 唯⼀ ⽆解 ⽆穷

|
ㄨ t a y t z = 1

x + y t ay = 1

8a.li/=lGt2)la-y2iA1iiciiiki::iP''l-aa-1

1 1 0

1
0
a t l a I -2 1⽉ 1 =1 0 1- 1 17 ) = 3 =7 51⽉1 E 1 1 13 ) E 3 =7 T 1⽉ 1 = T 1 13) = 3 唯 -

2
0
a"

叭 ! ! ! !
"'" "

I
|
=7 1- 1⽉ 1 = 1 1 137 = 1 < 3 ⽆穷

叫⻔ 问 " 13 ) = 1

3
0
a-2 ⽉ 三 年 1 1

1 1 -2 | ⇒ rl A) < r ( B ) = 3 ⽆解

叫注 i i 1 1
-

1 131 : 3

1 1 2

§ , ⻬次⽅程组 [ Theorem ] ⻬次⽅程组有⾮零解 ⼼ 1- 1⽉ ) < 17

Prof : T ( A ) = r ( 13 )

if r (A ) = 1-1 13) = 17 则 ②有唯⼀解 ⇒ ㄨ i = o

if r 1⽉ ) < 17 ②⽆穷解 ⇒ ⺕ ㄨ i t o

[ Prop 1 ] 若 m < n 则有⾮ 0解 Prof : 1
-

1 17 )
、
< m < 17

若 m = 17 则有⾮ 0解 仁71171 ⼆0 Prof : 1⽉ 1 I 0 1 1 17 ) = 17

1 ⽉ 1 = 0 V117147

exlnt41xtytzz.io ⺕⾮ 0解 求⼊

|
(⼋⼗ 1) ㄨ t N t z = 0

3(⼋ ⼗2) ㄨ t (⼋⼗ 1 ) y t (⼋⼗412 ⼆ 0

1⽉ 1 =

|
^+ 4 1 2

|
⼆ ⼋⼋⼗112

⼊⼗ 1 ⼊ 1

3 1⼊⼗2) ⼊⼗1 ⼋⼗ 4

1
0
⼊ ⼆ 0

啡 。

'

? : 1 7 : i i : 1 部
" ""
, ⾃由未知量

6 1 4 0
X 2 = 2X3

2
0
⼊ = - 1

叫
"

7769 ⼀⻔
" 1灬 3

0
-

1 1 X 了 ⾃由未知量
3 0 3 0 0 0 1 X 2 = X3

§ ,解的结构 [解向量] x :

惗 |
A x = b Ax = 0称为 Ax :D 的 导出⽅程组

Ax: 0 解集为⼫

⻬ IPropiIifx.PE ㄏ 则ㄨtp E 7

次 Prof : A x = 0 A B = 0 A (⼩ t p ) = A a + Ap = 0

部 闩 KERXE ㄕ 则 KXEP

分 Prof : A ⼩ ⼆ 0 K A x = A收 ) = 0

[Def ] A x = 0 的解集⼚的任⼀极⼤⽆关组为 Ax = 0 的 ⼀个基础解系

⾮ [ Propz.IM/7x=b 两解之差 为 A x = 0 的解

⻬ Profi A X 1 = D A X 2 = D A X , - A X 2 = A ( X , - X 2 ) = D
次

部 们 Ax :D ⼀ 解 与 A x = o - 解之和 为 A x = D 的解

分 Iīneorem I 已知 p 为 A x = D - 个特解 且 2 . ~ xs为 Ax : 0 的基础 解系

则 X :P tk.2.t-s.tksxsProf.in性质 2 X 为 Ax :D 中⼀个解

2
0 设 r 为 Ax = D 的 H 解
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r - p 为 A x = 0 的 解

⺕

ki.i.ksst.r-p-kix.t.i.tk?sxs2=ptkixit...+Kixs

§
,
求 解系 Ft 没 1

-

1⽉ 1 = r < 17

A-識实 列 上 换
A 。 =

yy
" ⼼"……… … …

众 = -cr.mx… _
_ _ _ 、

"⼗1 ~⼼ ⾃由未知量

取 LXI-ti.xrtzir.tn ) = 1 1 . 0 , -.- , 0 ) 则 ⼩ i =
-G '叫 ⼩2 =

-

ei.tt 2 -.- 2 n-ri-C.in 得到 A x = 0 的 17 - T 个解
⼀ (2 . r+1 i i

( _ _ _ ) = 1 0 . 1 , -_- , 0 ) i i

i
……… !…! !…! 刷1 ! ! !

i
'

o

1
0
证 xi~xn.ir 线性 ⽆关

D = ( ⼩ 152 -_- xnr ) 有 1 个 17 - 1-阶⾮ 0⼦式 Inr

⇒ rl D) = 17 - r ⇒ 列 向量秩为 17 - r ⇒x_xn_n线性⽆关

2
0

证其它解 可由 x.nxn.ir表示

没 ? ⼆

(剡
加" 0 的任⼀解

其中 Xīt 1 = K 1 ;
X T +2 = K2 ,

' " ' ㄨ 17 = K 17 -r

ㄨ i = - CI.rtlki-ci.ttzkz-r-r-C.in Knr ( i = 1 , 2
-_- r )

则 p =

|
- ( 1 1 「+1

ki-r-n-C-lnkn-r-kixitkzxzt.o.tk/7-rxn-ri-Grt1Ki--CrnKn-fKiiKn-rIThe
0rem I 没 r 117 ) = r < n 则 Axo 有基础解系

,
其基础解系 中 有 17 - 1- 个向量

[ Theorem I Axo 系数矩阵的秩与基础解系 中 向量个数 之和为 17

EX / X i t X 2 t X 3 t X 4 t X5 = 0

1
4

X.tl/2t2XBt3X4-3X5=03Xzt2X3tX4t6X5=O5Xi-XztX3t3X4
⼆ 0 X 1 X 4 X 5 X 2 X 3

t.tt t.lv

A = 1 1 1 1 1 1 2 -1 0 0

1 7
1 0 0 -2 - 1

1

1 4 1 2 3 -3 1 0 3 2 1 0 0 1 0 3 2

"

问 个⽉0 3 2 1 6 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1
5 -1 1 3 0

1
0 0 0 0 00 0 0 0 o i
/
X 1 = 2ㄨ z t X 3

1
ㄨ4 = -3X 2 -2X 3

X 5 = 0
则其通解 ; x = kix.tk252 lHK.kz ER )
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Chapter

Date /Title

⼆

线性空间

。 线性空间 线性空间 例 1 12
17
: ( a. , aii.am tlbi.bz , -.- , Dn ) HKEIRKca.ir . , a n )

, 维
'

数
、

基
、坐标

恜 Def 没 V 为 ⼀个⾮空集合 P 为 ⼀个数域

, 坐标变换 现定义 ①加法 ; Hx.PE V ⺕ ! rEVS.t.ir = xtp
, ⼦空间 ②数乘 iHKEIPHXEVII.SE VS.t.SI kx

其满⾜⼋⼤规则 HX.p.IE

VK.IE/PlI)XtP=Ptx (V) 1 x = X

§
, 线性空间 (ii) lxtp ) + r = x + pt r) (VI) K (IX) lkllx

(iii) ⺕零元 0 : H ⼩ E 11 0 + x = x (VII) klxtp) = kxtkp
(IV) ⺕ 员元 : HXEVIPEVS.t.atp = 0 (VIII) (K t l ) X = Kxtlx

则称 11为数⼟或 P 上 的 线性空间 线性空间 的验证思路 : ①加法 : 交换 、 结合 ② 0元 负元 ③数乘 : 1 、结合侓、分配律
2 t 2 + 4

腻 Prop i) 0元素唯⼀ Profiōiiòzi
Ütōiōì ,

⇒ōìoi

(ii) 负元素唯⼀ Prof :P :P + Ò = p +(x + r) = (p t a ) t r =Òtrr

(iii) 0 x = Ò (- 1) ✗ :-x KÒ ⼆ Ò Profi ㄨ t oa = ( 1-1 0 1 x = 1 X = x Prof :-( I)x_x ⼆⽇ㄨ t l x = 0 X = Ō

⇒ ⼀⼩ t X -1 0 X = - x + x = Ò ⇒ (- 1 ) ⼩ + Ò ⼆ Ōt ( - X)

(VI) If ki = 0 then k = 0 0 r i = 0 =7 0 x = Ò ⇒ (i) ㄨ = - a

§
, 维基坐标 ⾮ 维数 、

基
_
坐标

线性组合 [Def ?没 11为 P上的线性空间 ,
xi-xrEVK.ir EP

则称⼩ ⼆ k.x.t.r.tk rxr 为x_x r 的 ⼀个线性组合

✗可叹 ,
~ xr 线性表出

等价 IDeflx.mx r 与 p.ruBr 可相互表示 则称 a. ~⼈ 与pinps等价

线性⽆关 [Def I ⺕ K , ⼀ Kr EIP 不全为 0 S.t.K.at -.- + krxr ⼆0

则称 a. ~ xr 线性相关
,
反之线性⽆关

[维数⼯ 没 V 中有最多 17 个 线性⽆关的元素 , 则称 V为 17 维 , 记作 diml V1 = 17

[基 ] 在 17维线性空间 11中 , 17 个线性⽆关的向量 E. ~ En 称为 V 的 ⼀组基 cbc.sis )

[ P r op] 没✗ EV 则 ⺕ 唯⼀ ai~ans.t.X-a.Eitn.it 917 En

I.坐标] a . ~ a n 称为⼈ 在 En En 基 下的坐标, 记为 lai.az , -.- , a n ) 坐标唯⼀性

[ Theorem ] 设 V 中有 17 个线性⽆关向量 x.ru xn刞 中 H向量可由
[例] 求 V11吆]n )

1 . X . X
2
. 。 . x

17-1 线⽆
⼈ , nxn 线性表出 , 则 dim (V) = 17 ⼈ ~不为 V 的 ⼀组基 ⇒ dim ( P [x] n ) = 17§

, 坐标变换 [基变换与坐标变换1
1.x .mx叫 为⼀组基

没 E. - En和 E,
'

~ Ei加两组基 ,
X E 1

x = X ,

Eit-o.tl/nEn=xiEi+...+xiEi * 引⼊记号 KEit-r-tknEn-IG.En.ir.cn 1

P |
"⽑

"

: 定义

没 1 EFGIIE.ti.it G 171 En 没 A = (Gij ) n x 17 B = (Dij 717 ㄨm
i i :inkiianE.ti.itann En II) (从 1 X 2 0 ˊ · X 17 7 A ) B = (⼩ X 2 ˊ ˊ ˊ X17 ) A B

E 1 G1 1 -_- .CI 171
(ii) If ㄇ =mitliiii.nl剴Ei lx.az -.- ⼩ n ) Atlx.dz 。 - 0⼈ ) B = ( X.az ˊ ˊ · X17 ) (At B)

⺌

A (且A 可逆 , Prof略 )
(iii) lx.az.r.sn?AtlpiPz...Pn)A=lx,tPi,r--,XntPnJA

则 Aiaijmxnl.Eii.ci?=(Eii--EnIA 过渡矩阵第 i列为 Ei在 E. ~ En下坐标
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则根据 * 定义

aicici.ci䦕
= ( Ei-iEnIAIXii.it

⇒嚠瀏
"

1 "州剡的

§
- 线性⼦空间 㣺 ⼦空间 例 1 12

2

系 中 任意过原点直线为 1 12
2 线性⼦空间

𢖯 Def 117 上 线性空间 11 中⾮空⼦集合 以 称为 V 的⼀个 线性⼦空间

if 以按 11 上加法
.
数乘构成 113上 ⼀个 线性空间

条件, (I) V-x.PE uiatpc.nl i-Theor.cm 没 0 FVVCV if 加法 ,数乘封⽹ 则以为 11 的 ⼀个⼦空间

(ii) UKEIP.EU/kxEU1 101 为 V的平凡⼦空间 1 1
0 N t 0

⇒ kxtlB.EU/ 因此只需验证 kxtlpew 120 kxtlpc.nl
㣺 ⼦空间⽣成 -.- xr EV 则 Llxi.xzr-rxrlEIK.xitkzxztr.it krxr.lk , ~ kr EIR } 称为由 2 . ~⼜ r ⽣成的⼦空间

(i)没 以为 V的⼀个⼦ 空间
,
⼩ ~加为 以 ⼀组基 则以"以 -_-⼈ ) [profI-ixc-llx.i.sn

则 义 ⼆ kixit.e.tk
rxrEVV-l.CH/cii)x,~xr5p,~ps⽣成相同⼦空间

t
'

逧
"

⼩ E N L ⼆ ⽐
⼼ xi-xr-5p.fi 等价 不

则 X = a.at -.- + arxr EL ⇒ UICL
(iii) dimlllx.nor) ] = r ( Q , ~⼩r)

[ ProfIifl-lx.ir) = Llpnps) [Prof] 设rcx.mxr) = p 且⼈ ~⼩P为2 1 ~⼈的极⼤⽆

则xiELlpi~pnpiELCX.hr) 关组 则 2 1 ~⼩p (⇒x_xr

⇒xp 互相表示 ⇒ lcxi~xp-Lcx.mxr)

[profjifxi-xr-P.to, 且

dimlllxi~xpn-PXELlxi~xrg-sx-kixit-i-tkrxr-l.plt.it lsps
⇒ dimclcx.ru xr 1 ) =P⇒ XELIP.fm 同理 PEL (X 1 ~⼩s )

r [基扩充定理 ] 设以是 11 的⼦空间
,且 dimul-rx.ir为 以 ⼀组基

则 在⼝中 ⺕ 17 - r 个 向量 xrti.r.snns.t.x.nxn 为 V 的 ⼀组基
。
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线性空间

• ⼦空间的交☒䄪 肌 [ Theorem] 设 以 以为 11 两个⼦空间 ,则 V11 V2是 V 的⼦空间

⼀直和 profiOEV.nl/2=7V.n V2⾮空

HXPED.nu x.PE V1 xp E V2

⇒ kxtlpc-V.kxtl.PE V2

⇒ kxtlpEU.nu Example.LI2 , ⼀⼩ r ) + L (A -ps)
[ Theorem] 设V1 V2 是 V ⼦空间 则 以 ⼗以是 11的⼦空间 ⼆

Lla~xr.Pi~psiProfiHXELIM~xrltllpi-ps.pro/-;X=2itxzx.EV,xzEUzㄨ = K121 + … 。 + krxrtlipit.i.tl s ps
E L 1 2 1 ~p s)§

。
⼦空间 的交与和 p-pitp.p.EU, p.EU 反证 略

kxtlptlkx.tl?i)tlKXztlP2)
n n
y, V2

kxtlPEU.tv 2

[维数公式了

dimlitdimVz-dimlV.tl/z)tdimcUiN2)~nnnnnnnnnnnnnnennnnProf:没 dimviznidimlll.nl/z)=m ikiM-i-tkmxmtlip.it -_- tln-mpn.int q.tn t.itqn-mrm.mil
没 V11 V2基为 x 1 - 2m ' 令 ⼩ ⼆

kix.tr-itln-mfn-mEUilxi~xmt-xi~xmpi~p.im为 V1基 I = - q.rit-r-qnz-mrn.im E V2

扌遮> xi~xmri~rnz.in 为 V2基
"
x E V11 V2 ⇒

x-pix.t.r.tpmxmilli-Llxi~pn.in) V2 = L (a i ~ r172 -m) lxin.am 与 ri~rnz.in 线⽆ ipix.t-tpmamtq.ritr-rtgjiz.in :0
1

V1 ⼗ V2 ⼆ LCX.p.ir ) 现证 xpr 线性⽆关 , ⇒ pii.i.iqn_n = 0 同理 L = 0 =7 K = 0
个 T T

mn.in 172 -m I 9 = p = L = 0 ⇒ 线⽆ 证毕

· [ Prop 了 (i) d.im V1 tdim V2 717 则 以 n V2 含⾮ 0元

C
5
.
直和 ⼼ [ Def ] 从 V2 EVify.tl/z 中每个向量⼈ 的分解式 2 = x.tn 唯⼀ [即直接加和 ]

则称 V1 t 以为直和
,
记为 V1 ⑦ V2 直观理解 : V1 基 与 V2基线性⽆关

[ Theorem ] V , ④ V2 ⇐> ō 分解唯⼀ ⇐> V11 V2 = {O}

Prof : 1
0 ⇒ 显然 i p r of : 1

0
⇒没

XEV.nl/zxEU.xEUzi20EXEVitVzIx=x,txzl-

XEU-XEUz.li
f x = p i t p z

I O = X t (⼀a) 0 分解唯⼀ ⇒ 2=o

i n n

Ò = ( X 1 - P i ) t ( Q2-P2 ) 1 V1 V2

n n i
V, V2 1

1

⇒ a i = p i dz =pz I

[Theorem] 设以⼆ V1 ⼗112 则 以1 = V1④ V2 ↳

dimUlidimVitdimllzdimVV-dimllitdimllz-dimlU.nu
)

i [ Theorem ] 设 ㄩ为V2空间 到另⼀⼦空间NS.t.l/=L1 ④ V11
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Chapter

Date /Title 线性变换

• 线性变换 肌 [ 线性空间的 同构 ]

˙ 线性变换与矩阵 没 E.ru En 为 11的⼀组基 HXEVII.ca , rr.am EIPMS.t.x-a.E.t.r.tc.in En ⽐ 投影 双射

· 矩阵相似 构造映射 6:11 → 113 ㄇ a → (a _ _ . an)

⼈买⼀上设x = a.E.t.r.tanE.in P = 17 1 9 , t.r.tl?TnEn

满⾜ 6 (X+p = 61 2) t 6 (p) 6 Ckx) = K0 (a) 则 6为 线性映射

[ Prop了 (i) 113上 17 维空间与 11717 同构y [ Def ] P上 V1 与 V2 同构 归 V1 到 V2 的双射 七 " '

灬 P 上两个有限维空间同构 ⼼ 维数相同5. 线性变换 (i) ㄈ (X tp) = [ (X) t T (B)

III) ㄈ (K2) = K T (2) 线性且双射

⼼ [线性变换] 变换 : 11 -义的映射 恒等变换 E (a) ⼆⼜ T.prop] (i) TIÒ) =Ò

[ Def ] V 的 ⼀个变换T 称为 线性变换 零变换 0(a) =0 (ii) T ( ⼀⼩) = - T IX)

ifHx.PE V HKEP 线性 1不要求双射 数乘变换 kcx, ⼆ kx

(I) Tlxtp) = T (X ) t T p) (ii) Tlkx) = K IX) 引⼊记号 ; A B E K 0

⇒ 3 = K , E. + -_- tknEn 则 T 13 ) = T (K.E.tr-l-knE.tn) ⼆ KITEit-i-tknTE.in

I Prop] 没B = k.at e. 。 tknxn 则 T ( B) = K,仅 1 t.e.tknTT

✗ :-x n 线性相关 则 Ta ~Txn 线性相关 [此结论对线性⽆关⽆效了

㣺 [线性变换运算 ] A B 加上两个线性变换

X 定义 ( A 73 ) (⼈) = A (B… ) A 73边为线性变换 [ Prop] A 1 73C) = (A 73) C

pīof : (A 73 ) (X+B) = A ( 731ㄨtp ) = A 173 (a) t 731B) ) = A 173⼼ ) t A 173(B) ) = A 73 1) t A B (P

(A 73) (kx) = A ( 7317(a) ) = A (k 73 (d) ) = K A ( B (d)) = K (A 73) (2)

[ Remark] -般地
, A 73 # 73A

ex : Alfcx)] = f ' (X) A 73 (fcxi ) = A ( 1 fct)dt ) = f(X)

73 (f(ㄨ1 ) =% f(t) dt 73A (fM) = B (f
'
必 ) = f f 'l t ) dt = f( X) -fo)

+ 定义 (A -1 13 ) (2) = A 1⼈) t 13 12) A + 13 也为线性变换 Iprop] A t B +C = A -1 1 13 -1 0 ) A -1 73 = 73 ⼗⽇

prof : ( A t 73 ) (2 tp) = A (X tp) t B (Xtp) = A 1⼈) t B (X ) + A (B) t B (f) ⼆⽇ +73) (2) + 1 ⽉ ⼗ 737 (B)

- 定义 (加 仪) = -A 12) -A 也为线性变换

Prof : (-A ) (2 +p) = -A (x tp) = (
- 1 ) [A (2) t A (B) ] = - A (d) t ( -A (P1) ⼆ (A) (d) ⼗ (A) 1)

X 定义 KA = 1的 即 (KAn = (KA) (a) = K A⼼ KA 也为线性变换

性 [iheoien.TL (V) = {A 1 A 是 11 的 线性变换 } L ( 11)为 线性⼦空间

ifIBS.tn A B = 73 A = E 则称 A 可逆 A" EL (V)

§
. 线性变换的矩阵 和 [ Def ] -没Er.cn为 V 的⼀组基 , AEL (V) Iprop7⽉ ABEL(V) 且A Ei = BEi 则 A = 73 A → ! A

H 3 E 11 3 = x.E.t-rtx.in A } = X, AEit-e.txnAE.in ipropJHX.r-xnEVI.AE L (V) S.t.AE i = x i A → !A

-没 AEL (V) 且 AEiianE.taziEzt.r.tan.cn Piof 1 : HX.PE V 再证明A为线性

A E z = G 12Eit-i-s.tanz.cn
H3 E 11 3 = XIEitr.it Xn En X = G, E , ⼗⼀ ⼀ ' t an En

B = 17 1 E , t.net7717 En
i i A 3 = x.AE/t--.+xnAEn

则xtp-laitb.IE , t.itlantbnknjAEn-anE.tn
_ _ ˊ ˙ t G 1717 E17 个E,在E.n.sn 下坐标

⼆ XMBE ' t ' " ⼗ 如 BEㄇ = 733
kxika.E.tn/.tKanEn!1Profzi 思路分析 :定义⼀个A A (dtP) =(aitbilxit.s.tlGntb177⼩

即A (E1 , Ez , -_- , En) ⽣ ( A E. , A E2 , ⼀ - .AEㄇ) = (G " G)

阩,ii.
。 " 'ㄇ

|
对V3 E V 3= x.E.t.e.tx.sn ⼆

a-t-tanxntbixit-i.tl?nM=Alx)tBlP)iEA=lGij)nxn' i i ! 则定义A 3 = xixit.it Xnxn
A (K2) = kla.sit.i-tanGKKAIMIair.tn

显然AEi-xist.AEi =⽔即 3在 Ei-E.in下坐标 = T 3 在 T了 ,
. -.-1317 下坐标 ⇒AEI (V) Aiai
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𢖯 [1701] 构造6 : L (V) → Mnxn (P) 即 H A -> ! A ,则 6为⼀个双射

6 满⾜以下性质 : (I) 0 ( A + 13) = 6 ( A ) -1 0 1 13) 即 A -1 73 → A + 13

(ii) 6 ( A B) = 6 (A) 0 (B) A - B → A B

(III) GCKA ) = K 6 (A) K - A → KA

(IV) A 可逆 则 6 (A) 可逆 0的
"
) = 6
"
(A) A

"
→ A

-1

0 [ Theorem ] 设 A 在 Ei~E.in 下矩阵A } = X.E.txzEzt-m-txnEn-LE.in E"

怜中
EV

坐标变换为 A } ⼆ LE.ir ㄇ ) ( A

㑫 |
)

§
, 矩阵相似 [Theorem] 设 A 在两组基下

1
E.in ① → A ⽽ ①到 ② 的过渡矩阵为 X ( E. , ˊ __ ) X = ( ⻔ , -.-吅
7 1 - 1717 ② → B

则 B = ㄨ有 x

prof : A 1 01 ) = ( E, -.- En ) A

A (②) = ( 17 1 0 0 - 17n) B ( 17 1 , -.- 7 ㄇ ) = 1 E 1 , -_- E ㄇ ) X

=7 A (②) ⼆Ennnehek 7 i = xlis.it -_-txniEnAyi-xiAEIt.r.tk?iAEn=7AlO)=lA7i,--.A7nFlAEi--.AEn)X=CEii--
9.nJAX_isnnli.mn为基底 的 3进⾏变换后 : Ayiiai ⇒ ㄨ 13 = Ax ⇒

B-x-1AXMIDefIA.BE/VInxnllP)ifIXEMnxnllP)lXlIOs.t.B=X-'AX
则称 A相似于 13 A n B (i)皈性 (ii)对称性 (iii) 传递性 ⇒等价关系

易知 A在不同基下 A B : A n B

N [prop] ( I) B i = X
"
Aix ⇒ Bit 132 ⼆ X

" (A , ⼗⽉2) X

B. 。 132 = x
" ( A, ⼀ 1727 X

17

(ii) B = X"A X 且 fIX) ⼆ 三 aixi ⇒ f ( 13) = X
"
f (A)ㄨ

i =0
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Chapter

Date /Title 特征值与 特征向量 Dec . 1 4
圻

· 特征值与特征向量 的 IDefIAEl.cn if 对⼊。 EIPIOF3EVS.tn A 3 = ⼊。3 则⼊。为 A 的⼀个特征值 。

˙ Part ⼆ &亚 了 为⼊的 ⼀个特征向量
。

·对⻆阵 # 求特征值☒ 特征向量

必要 : A 在 E, -.- En为基下 对应 A

(A E, " t.AEㄇ) = ( E , -.- En ) A

§
.线性变换特征值与向量

没了 ⼆ ⼊ 了 340 了 "⼼ + … ⼀ ⼗ 加 En = ( E , r -.-

䣏T} = X, TEit.n.tl/nTEn=lEi--En)A 1点|
pt . 1 = ⼊了 ⼆ ( E… E17 ) 。

川剡
则 A X ⼆ ⼊ X ⇒ (⼊E - A ) X = Ò xtò ⇒ (⼊E -A) ㄨ = 0 有⾮0解 [ Ax = o ⻬次⽅程组 了

⇒ 1⼊E -A 1 = 0 ( r (⼊E-A ) < 17 ) 即 ania.2-e.am ⼆ 0 此⽅程应为⼀个 17次多项式

921 C122⼊ -_- G 217
i i (⾏列式取对⻆线的⼀项 ⺕⼋)

9171 9172 。 ⼀ .CI 1717⼊

[Def] 没 AEMnxn 称MIn-AI-in-an-aiz.nr-a.in 为 A 的特征多项式

|
-a2 1 ⼊-G22 . -.-9217
i i i
-G17 1

-G172 -.-XG1717

充分 ⼊。 为 1⼊In -A1 = 0 - 个根 则 (⼊In -A) 1剡
⼆ 0 有⾮0解

且 3 =⼼ "

所剡
为A属于⼊。

的 ⼀个特征向量yi
⼀个⾮-0解 则 ⼊。"以

求, 特征值及向量

a T在 E.GE了 下 矩阵A =

1只 j
'"

[Method.ci, 求 V的⼀组基 A → A 2 2 1

(ii) 计算 p lN = 1 A -⼊E 1 (ii) 1⼊⼯3-A 1 =

|
⼊-1 -2 -2

-2 ⼊-1 -z |
= (⼋⼗172 (⼊⼀5)

(iii) 求 p (⼊) = 0 的根 ⼊ , ⼀⼊17 -2 -2 ⼊-1

(iv) 对每个⼊ i 求 (⼊i E -A ) x = 0 的⼀个基础解系 (iii) ⼊ 1 =
- 1 ⼊ 2 = 5

(V) 以求出的基础解系为坐标写出 V的 ⼀个 向量组 , 即为 以 i 的⼀组基 以 ⼋⼆ 1时

h z -2 1
-2 -2 -2 X =0

-

z-z-zx.txz.tl/3=0"
尼 | |⽔

⼊2 ⼆5时

1
4 2 -2 X ⼆0 "

1%]-2 4 -2 1 0 1 -1

-2 -2 4

个
⼆和 "

们X2 =X3

(V) 仈 , ⼀组基为 3 1 3 2 3

1-E.tE23zi-E.tSHK.3.tk232 都为1- E -1 的特征向量

以2
-组基为 33 3 3 = 3 1 -1 3 2 + 3 3

H K33 . -.- ⼀ .

m [Def IV. 1PAEL⼼ 则A的属于特征值⼊的所有特征向量和 Ò ⼀起构成 11 的 ⼀个⼦空间

以⼆ { 3 E V :A } ⼆ ⼊了 了

以为A对应⼊的特征⼦空间
,

§
.pt . z # 研究 1⼼⼀⽉ 1

[ Remark] 1⼊In - A 1 对⻆线次数为 17 其它项⼊次数⾄多为 17-2

[Remark] 1⼊⼯17 -17 1 17次与 17 - 1次项 ; ⼊ " -1 Glltazzt.int Gnn 了⼼
"

常数项 : 1-A 1 = (-1 ) 171171

[Remark] 复数域中 1⼊In - 171 有且仅有 17 个根 (不考虑重合 1

⽉ 1⼊⼯17 -A 1 = (⼊ ⼀⼋ ) (⼊⼀⼊2 ) , ⼀ 。 (⼊⼀⼊ㄇ) = 0
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1⼊In - 17 1 = ⼊ 17 - (⼋⼗⼋⼗ 。 ⼀ . ⼗ ⼋ㄇ )⼼
"
t.r.tl-1 )" ⼊ ,⼊2 1 - ⼊17

⇒ 对⽐⼼
"与 常数项

17

点 a i i = i N 记 tr (A)
"" Ìaii 为 A 的迹

i = 1 I =1

1A 1 = ⼊ ,⼊2
0 - ⼀ ⼊ㄇ

m [Defl 1⼊In - 171 的根⼊。也称为 A 的特征值

(⼊⼯ㄇ - A ) X = 0 的⾮ 0解为 A属于⼊。 的特征值

§
, Pt 3 a 对⻆阵 n [ Theorem了 相似矩阵 (A n B ) 有相同特征多项式 ( 1⼊In- 13 1 = 1⼊⼯ 17

- 17 1 )

profi 1⼊In - 13 1 = 1⼊⼯ 17 - X
" AX 1 = 1 ⼊X"X_x"A X 1 = 1X" 1 1⼊⼯ - 17 1 1X 1 = O

n [ Theorem ] A 矩阵可以在某组基下为对⻆阵 ⼼ A 有 17 个 线性⽆关 的特征向量

prof :
"

⇒
"

A 1 9, ⼀ … En ) ⼆ ( E, -_- E

1771⼋、
的|

即A '"⼋ Ei

E. ~ En线性⽆关 ⇒ A 有 17个线性⽆关的特征向量

m [ Theorem了 属于不同特征值的特征向量 线性⽆关

prof : 归纳法 : 1
0
m =1 3 v

2
0假设m = K时 v

m= 141时 了 , -_- 㢫, 是⼊ 。 …⼊⼼ 的特征向量

b. 了 , ⼗ · -.-1胍引<+1 =0 ①

17⽇了 , tr.it加+1A 3灬 = 0 ⇒ 171⼊了 , t 172⼊232 t.i.tl?ktlXkt13kti=0 ②

② ⼀ ⼊ 141 ① :

17 1 (⼋ ⼀⼊kt113 , t-r.tl?KMiMct1)3k=O

⼊ , ~⼊⼼互不相等 了 , -3k 线性⽆关 ⇒ D. =_= bk ⼆ 0

⇒ bktl 3灬 = 0 ⇒ bk+1=0

则 m = K-1 1时 V

1⽇ 1020及归纳法 得证

[propi.it A 在 17个⼊ ttn.cn A 在某基下为对⻆阵

if 113 为 复数 tten 只需⼊ ⽆重根

m [ Def 了 if AEMnxn (P) n 对⻆阵 ,则称 A 可对⻆化 ⼋ ⼆ P
"
A P 其中 11 =

P .

P = ( X , ⼀ - ix.7)

Iīteorem] A 可对⻆化⼼ A 有 17个线性⽆关的特征向量
"刘
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Chapter

Date /Title 欧式空间

。欧式空间 pt . 1 m [ Def] 没 V 为 1 12上线性空间 在 11 中定义 ⼀个⼆元实函数 ,称为内积 ,
汪作 lx.pl ex.IR?Hx=(Gi---an1P=cDi--bn )

17
0 ⼆次型 满⾜ (i) 㲼

, P ) = 1P , ⼈) 定义 (⼈ ,p ) ⼆点 aibi 为 ⼀个内积
i = 1

0欧式空间 pt .2 (ii) lkx.PE klx.pl 依次证明 (i) (ii) (iii) (iv) 即可

(III) lxtp , ⼦) = (X ,⼦) t l p , 7)

(IV) (⼈ , X ) 2 0 j X
= 0 ㄑ=7 (⼈ ,⼩) = 0

则赋予内积的线性空间为欧式空间 ( o , n ) : vxv-IRx.p-na.pl

§
。 欧式空间 T.prop] 对称性 (x , kB) = 1⽇ ,⼩ ) = K (P ,⼩) ⼆ ⻜㲼)

(⼩ ,P t r ) = (Ptr , X ) = 1P ,⼩) t ( ⼦,义) = (X , P) t (X , ⼦)

。 [夹⻆与模] 定义 ⼈的模 : IXIEdcx.sn,

关于 lxlHKEIP.lkㄨ1 = 1 K 1 1 0 1

1×1 ⇒单位化xto
"

定义 ⼈
, P的夹⻆ ; cos < x , p> =

" 的'
s p> = arc.co

" '^

10 1 11 1
E [0 , ⺎]

1X 1 1P 1

Prof 柯⻄不等式 lca.pl EIXIIPIHa.PEV 当且仅当 xp 线性相关 时取
"

=
"

i 1
0

p = 0时 v 2 1 0 ⼈与B 线性相关

2
0

P #0时 作 ⼦ = a t tp p =kxllxpjllklllx.tn)1
11

1 ⼦
, ⼦) = (⼩ ftp.xttp) = (⼩ ix) tzt.la ,B) ftp.p) 20 101 191 = 1K 1 1X 1

2 = 1 K1 1㲼 ,
d) 1

取t = -ii = cx.m-zla.PT⼗⽇ , B)
2

20
"
=
"

v 时p-ovlp.plp,p
= 1⼈ , d) _ IX. B)

2

zolB.PE?lx,x)lP,p)Zlx,P)2=7lXllPlZlCx.P)lEx
证明

lxtPIElxltlplprofilxtpl2-cxtp.at?)=lX.X)t2(X,P)tlB.P)ElXl2t2lX
11831 tlp 1

2
= (以1⼗⽇1)

2

定义正交 (⼩ , B ) = O 记为xtpcx.PT

Ex 证明 a I p 时 1× 1
2
-1 1P 1

2
= 1

xtpl2profilxtpl2lxitzlx.pt1012

§
,
⼆次型 n [ Def] 设系数在 1P 中的⼆次多项式 f 称为 1 P上 17元⼆次型 f (→ A

f(X , -.- , xn) = a n X 1

2
t 2G 12X,Xzt-i.tl 9117X1217 t.it G1717X172 亻列 : 2G 12 X, X2 = G12

X.XztazlXZX.in
f = 1111X12 + aizxixzti.it Gnx ㄨ17 (令 aijaji ) =7 X=

1㥕 | A = (

aijlnxntGZIXLXitG22XI-s.it
9217ㄨ2 X17

i i fN)= xT . A . x
'" A们

⼗ 9171X17xit-i-ri-tc.mn ㄨi A称为f(X) 的矩阵 A为对称阵

. [ 174] 没给

傧 |
X =( Y 称由ㄨ → Y的 ⼀个线性替换 iflC.lt0 则称 ㄨ = ( Y为⾮退化线性替换

yn ( C =(Cjhxn ) Y=c"

XIPropIflx.in
) = 9 (yi . y n ) 也为⼆次型

XTAX-YT_BY-CCYTAICYJ-YTEAf.PE/7C)EcTATc=CTACCTAC
对称

⇒ A C = 13
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m [Def ] 设A.BE Mnxn 1113) If ⺕ 可逆CEMnxnllPIS.t.BECTAC 则称 A . 13合同 (I)皈性 (ii) 对称性 (iii) 传递性

[P 10P] 经过⾮退化线性替换 原⼆次型 与 新⼆次型矩阵合同

" [ DefJflxi.tn) 为⼀个实⼆次型 if H 不全为 0 的c.in 有 fcci-i.cn170 则 称fcx, ⼀ …⼼为正定⼆次型

ifx
"
A X 正定 A 为 正定矩阵 即⾮全 0时为正 f 20 当且仅当 cii-c.no 时取

"

⼆
"

IPropT.fm 正定 经⾮退化线性替换 X = (11 9 (y )也正定

新华
ò

㑢
。 (

们
⇒ gcki-fca.e.cn 。

Kn 147

§
.pt . 2 ⽇ [ Def ] V 欧 dimV-E.tn

Ha = ( Ei ' 9 17 )

|
"

刘 ⼦"训剡
(X , B) ⼆ lx.at -_- , y.at -_- ) = ifxiyiCEi.ci) = XĀY 其中 A= (aijnxnaijajiilEi.gr)

A 即为 E. ~ En 的度量矩阵

[P10阳 设 ⻔ 。~ 17n 为另⼀组基 且 117 i. 。 7n) = 1Ei.cn) ( 13为 171-1717度量矩阵

则 B =

CTAC.pro/-iX=CE,---En)X=clj,...7n)X'X=CX'P=CEi--.En)X=C1Ji...7n)Y'
Y = CY

'

IX) ⼆ ㄨT A Y = X"旦 Y
'
= X

'EyY'

令⽕ ⼆

们CTAC-dijxiTACXj-dij-xiBXjibij-B-CTACIPropJHatolx.at
= i A X >o ⇒正定 ⇒ A 正定 度量阵A正定
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Chapter

Date /Title 正交问题

。 标准正交基 n [ Def ] V :欧 dim 11 = 17

· 标准化 定义 对 11 中 ⼀组⾮0向量 ,若它们两两正交 ,则称这个向量组为⼀正交组

· 正交矩阵

·正交变换 T.prop] 正交组是线性⽆关组

profi 设⼈ ~xm 是 ⼀正交组

kixitkzxzt.i.tkmxm 0

§
,标准正交基 cxi.kixit-i.tkmxm ) = 0

=7 K 1 (a i ,⼩i) t.n.tkilxi.xiltkmlxi.am)=0

⇒ kilxi.si ) = O a i #0

⇒ ki = O i = 1 . 2 ˊ ˊ _ m

[ Def了 由单位向量组成的正交基 称为标准正交基 1 0 111 13)

[ PTOPJI.Ei~E.in 为 ⼀组 ON B 们 ( Ei
, Ej ) = {

1 1的 ⼼ E.n.cn度量矩阵为 In 充要条件

oitj2.HNEV ⼩⼆ ( X , E.IE/tcx,Ez)Ezt.--tlX,En)En 坐标性质

内积性质了,⽔ ⼼ -_-

丱刻
了⼆⼼

训 !! |
y n

(X , p) = XTAYIXTYixiyitxzyz.to , ⼀ ⽐叫ㄇ

§
,标准化 。 [Theorem111 中任正交组都可扩充为 ⼀正交基

profixi~xmd.in V = 17

1
0
17- m = O v

2
0假设ㄇ -m= K v

17 -m = K-1 1 时 总 IPEV不能由⼩ , -xm 线性表示

xmtlip-kia-r.i-kmxmk.ee km 待定
(B , ✗ i)

(am+1 . a i ) = (P ,⼩ i) - kilxi.hni) 只需取 ki-cxi.gg

⇒ Qmti I 0 ⽇ ⼜ 1~Xm.tl 正交

由 1 0 2
0及归纳法

。 [ Method ] x ,
扩充

>x.s.im
单位化
, ⻔ , - 7n l ON 13)

[ Theor.cm了 对 V 中 H -组基 E. ~ En都可找到 ⼀个 ON B 1] , -7ns.t.LIEi-iEi) =L 1 7. _ _ . 1] i ) i = 1 . 2 - 17

(i)取 171 ⼆ 阅 [施密特正交化了

(ii) 假定⺕ 1] , -7ns.t 。 正交且 LIEi.ci ) = L1 7, ⼀ . 7 i) i= 1 . .im 31 = E,

m < 17 ⇒ Emtl 不能由 7 , n_n 线性表示 ⇒ 了2 = E2 -在彅了 ,

作 3m+1 = Emtl ⼀点(En_n , ⻔⻔ 7 i } m+1 40 33 = E3 - li 3 , ⼀ '" 了"
了2

( 32. 32)
令 7m+1 =

3"⼈ 则 ⻔ , ~ 17叫 单位正交 LCEi.r.cm+1 ) = L 1 7 1 - i . 7m-1 1)
… … …

Bmtil

由 (I) (ii) 及归纳法得证 317 ⼆ En ⼀点 '再迎
"
3 i

[Remark] ( 7 1 0 0 1 17 17 ) = ( E 1
0 - 0 E 17)

|
G11 G 12 ˊ _ ˊ Gnn

G22 - G217 |oi-r.in

§
。 正交矩阵 [propJEi~E.nl?.~7n 为两组ONBCE.in - E 17) A = 1 171

-_-

7171

7 i = 1 E…

所!!d
吅⼼

叫
"

⻔
anjllji.7iaiaitrr.taniaj-ca.ir_ ,

aniyij
⼆⽉的哘 x A的列 = {

' "

oitj

⇒ 17「A = E AT = A"
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r [ Def了 没AEMn.nlP) 且 17「A =In 则称A是正交阵

[ P 1013] 1 .从⼀个ONB →另⼀个01413的过渡陈为正交阵

2.ifEi~EnONB.IE, -_- En) A = ( 17 i. 。

.mg/7AT=Eth1717.~17nONBprof:A=lQl---Xn)lJi=CEi-r-En)Xiii=j
⇒ 117 i. 7j ) = xiaj = {o -

3- A的列 1⾏向量组是 112
"

中的 ⼀个 0 NB ,其中 17 正交阵

Ipīop] 正交阵的逆也为正交阵 PTofiA.AEE A" = A「 ⇒ A" 旧" )
「
= A" 。 ( 17「)

「
= A" A = E

两个正交阵的积也为正交阵 Pīof : A-AEEB.BEE ⇒ AB-IABT-ABBTAEA.AT = E

117 1 = ± 1 1⽉正交阵) Prof : 1⽉ 1
2
= 1⽉ 1 - 1⽉ 1 = 1 A.AT = 1

§
, 正交变换 n [ DefI 没AEL(V) 且保持 向量内积不变 即 约⼈

,Apkcx.PHa.PEV 则A为正交变换 ①

① 仁7 HXEVAX.AT ) = ( X ,⼩了 (⇒HEi~EnONBAE.n.AE/7ONBE7A 在 V0NB 下 A正交矩阵

pīof : ① ⼼ ② ①⼼③ ③ ⇐>④

100 ⇒ ② if A正交变换 的⼈ ,12) = 1⼈ ,从 ⇒ 的✗ 1 ⼆⽇1

② ⇒ ① (A x , A x ) = (⼩ ,
2)

(A B .AB) = 1p p)

(A (Xtp) ,Alxtp) = (⼩巧 ,
⼩tp) = 1⼈ ,X) t 2 (X ,P) t (P , P)

= (Axftp.AxtA?)=(Ax,Ax)t2lA2,Ap)tlAp,Ap)=7(X.p)=lAx,AP)

2
0
①⇒③ HONBEi-E.nl Ei , Ej ) = {6 年可

CAEi.AEj )
⼆ ( Ei , Ej ) = {òij

③ ⇒① Hx ⼆ (E, -_- 幻

懰 ?"EiETYjEi~E.inONB

AEi-AEnONBAX.AM) = ( A (X,

Eit-r.txnE.nl/Aly,Eit.-.tynEn))=lXiAEit...tXnAEn,y,AEit...tynAEn)=Xi
yit

-_-

txnyn = ( X , p )

30 ③ ⇒④ ALEi-r.cn ) = (E , -_-

E.nl/7=llJi---7n)Ei~EnONB1i-1JnONB=7A正交矩阵

④ ⇒ ③ ifEi-EnONBIEi-E.nl/7=l7.--.17n)A正交 ⇒ 171-171701X13
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Chapter

Date /Title 专题

·实对称矩阵对⻆化 。 [ Theorem了 实对称阵A 的特征值都是实数

profi ⼊ E 6 (A) XIOS.t.HN ⼆⼊义

令"

劁
⽂⼆

懰
则对⼩ ⼆ ⼊双

1 1

2 ATa = 1 1⽇ )「a = (⼊⼀)
「
a = i ⽂政

(⼊⼀下, (ix) ⼆ 0 ⼈中0 ⇒ ⽂「x = a .
2
t.ir taito

⇒ ⼊⼀不 ⇒ ⼊ E R m= atbi 则 丙 = a - bi m E R ⼼ 所 =m

§
, 实对称矩阵对⻆化

。 [Theorem 了 没 A为 17阶实对称阵 ,
则 Ha.PE/R'7 有 (Aap) = 1⼈ ,

AppiofilAX.pl/7xip=xTAplX,AP)=xTApnITheoremJ
属于实对称阵 A 的不同特征值的 特征向量彼此正交

PTOf : ⼋ 千⼊z.GG (A) X.IO 52 #0 Ax , ⼆⼊,x, AX2 ⼆⼊222

(AXi.dz) ⼆ ⼊,

CXi.dz/=lX,,AQz)=X2lXi,Xz)XiIXz=7(Xi,Xz)=OmIiheoiemJ
湖是 17阶实对称阵 则 ⺕ 正交阵cs.t.CAECTAC = 11 1

(N_N)* prof : 1 0 17 = 1 时 A = 1 9) ] C = ( 1 ) S.t.CA ( = (1)

2
0 假设 17= K-1时 v

对 17 = K 实对称矩阵 A ⼊ 1 E 6(A) 1ㄨ 1 1 = 1 A, ⼆⼊ 101

1⽇, 扩充为 1 1217的⼀个ONBX.im

构造 C, = 1⼈ ,
-.- xn ) 则 C , 为正交矩阵

引证 : cia :P 1
⼼⼼了 ⼆

1
1
.
0

i.li
则 A C1 = ( Aai.i.AM) = (⼊,⼩, ⼀ -

.AM/ciAC.=(ncia----)研究第⼀列 ⼊.ci ⼆ ⼋

!
"

f)ǗAG 对称 易证

ciAG-P.r.no jd
i. 1

由归纳 ⺕ Cz 正交阵

s.t.ciBC2 ⼆

代问

则令Eafǎj ⇒ C 正交阵

个
政 敱 (

「
A C = 1

1 0

o d
"

叫:紃惢1 1㗊 1 1
。

'

dㄒ州
令 ( = (P, -.- Pn ) A ( ⼆

Cfin
⇒ AIP.in) ⼆ (n_n) ⇒ Apiiipi

⼝ [MethodI (i) 求出 A 全体 不同特征值 ⼊ , ⼀⼋ Ex : A :

佉 异 中 划
求正交阵cs.t.CA C = 11

(ii) 对每个⼊ i 求解 ni In - A ) X = 0 得出基础解系

是吣 的 ⼀组基正交化
,
得以 i 的 ⼀个 01413 7 ii. . 7 iki 1⼊I4 - A 1 = (⼊- 1 1

3 (⼊ ⼗3) ⇒ ⼊ 1
= 1 ⼊2 =

-3

(iii) E 1171 -.- 171 k.ir 7 ns.rljrkr ) 1
0⼊ 1 = 1时 1 -1 -1 1

f i i 刊
" "为⼗ㄨ3.x 4

了 , ⼆回 红国 了咋叫1 - 1 -1 1

T.prop] T (A ) = A 的⾮ 0 特征值个数 2
0⼀时

liiil
"
1
"""

弘润[P10⻔ 正定阵特征值都⼤于 0 ; 正定阵与 E合同 1羚爹

啊 㗸 㗸
了

啊
正交化为 71 172173 174 即可
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线性代数总 复习

Exfa-bia-bz.CI
1
- 173 Ex 9 5 0 0

G2-DIGz.bz az- 173 4 9 5 0 0§
, ⾏列式 a3-b.G3-bz.CI3 - 173 0 495

: 9 5

= bz-bib3-bz.cl 1 - 173 0 4 9

nbz-b.b3-bz.az-173
DN = 9 D 17-1

-5 . 4 1317 -2
bz-bib3.bz G3 - 173

= 9 Dn-1 - 20D 17-2

= ( 172-b. ) ( 173- 171 ) 1 1
- =7 1717 - G 1717-1 = D ( Dn-1 - aD 17-2)

1 1 i

l l i a = 4 a =5 D 17
- 4 1717-1 = 5

"
( D2-4D.)

b =5 b= 4
= 0

D, = 9 D2 = 6 1 Dn
- 4Dni = 5

ㄇ

|

同理 D17
- 5 Dn-1 = 4

n /
D 17-1 = 5

"
⼀ 417

§
, 矩阵之后 的 [Review了 1 . Ax = b B= [A 1 b] D 17 = 5

""
-4""

(I) 5 (A) ㄑ r ( 13) ⽆

(ii) 5 (A) = T ( 13 ) 有

r = n 唯⼀ rcn ⽆穷

2 . A
⼤A = A A * = 1⽉ 1 In

3
. 5 (A). r (B) .tl/7tB)ErlA.B)r1㓧

E 1 (A) tr(B) irCABJtTIETLAHTI.tlB) t 17

4 . 1 7 , … -

7 n ) = (E,
-.- En ) A E, ⼀ 917 ⼀组基 A 可逆 则 171-1717 为 ⼀组基

⽇⼜⼆ (E, ⼀ … En ) X = 1 17 ,
-_- 7171 Y Y = A" X

5
.A 在 cc , -.- En ) 下矩阵为 A

(7 , -_- 7171
⼀⼀ 为 B 117 , …

- 17n) = ( E,
-.- E.nl X 13 = X

" A X 线变

6. CEi-E.nl 度量阵A

们 ,
-_- 17171 -_- B 1171 "

⻔ 17 ) = 1 E , -.- 9171X 13⼆ XTAX 欧式

Ex A =

1 6 台 引
求 A '" 7 . ⼊ E 6 (A) f (A) ⼆ 是 a i A I 则 f (⼊) E 6 (加1)

0 4 3 Ex AEM… ( 112) ⼊= 1 2 3 求 1 172t A 1

1⼊I -A 1 = 0 ⼊ = 1 5 -5 令 4(⼋) ⼆⼊4⼊ 41A) = 1 174 A 1

⼊⼆ 1 →

1剖
⼊⼆5 →

1到
⼊ ⼆ -5 →

⽚ | 由 1 . 2
. 3 E 6 (A) ⇒ 411) : 2 4 1 21 = 6 413) = 12 E 614 (A) 1

41⽉ 1 = 4 1 1 ) 。 4121-4131 ⼆ 144

则 P ⼆

⽐ 主 刊
8
- 1⽉ 1 =⼊ " ' N tT (A ) ⼆ ⼋ ⼗ 。 … ⼗⼋7 1对⻆线元素 )

" '"

品 邝
"

咋别
"""

|-2 X -2

A = 15
'

l
'

咧
P A

'"
⼆吖 '

咧
'"
P

⼊E 6 1 13) ⼊⼆ 5 -4 y

1 -4In - A 1 : 1 A + 4I17 1 = 0 = 9 (X- 4) ⇒ ㄨ = 4

tt (A) = 2+ x = 6 = 5 - 4ty y =5

Ex ⽉2 -3A -1 2到⼆0 ⼊A 只能为 1 orz

⼊ E 6 (A) A x =⼊⼩

lA 2 - 3A t2I 17 ) 2 = (⼊2 - 3⼊⼗2)ㄨ = O

(⼊-2) (⼊-1 )⼜ ⼆ 0 (⼜北)


