
2016-2017 第二学期微积分第一层次期中考卷参考答案

一. 计算下列各题 (每小题 6 分，共 48 分).

1. 求极限 I = lim
x→0
y→0

√
1− x2 − y2 − 1

1− cos(
√

x2 + y2)
.

解: I = lim
x→0
y→0

−(x2 + y2)/2

(x2 + y2)/2
= −1.

2. 设函数 u = x2y + y2z + z2x, 求 u 在点 (1, 1, 1) 处沿方向 l⃗ = (1, 2, 1) 的方向导数.

解: ∂xu = 2xy + z2, ∂yu = 2yz + x2, ∂zu = 2zx+ y2. ∇u
∣∣
(1,1,1)

= (3, 3, 3).

∂l⃗u
∣∣
(1,1,1)

= ∇u · l⃗
∣∣
(1,1,1)

/|⃗l| = (1× 3 + 2× 3 + 1× 3)/
√
6 = 2

√
6.

3. 已知函数 z = z(x, y) 由方程 F (x− z, y − z) = 0 确定, 其中 F 连续可微且 F ′
1 + F ′

2 ̸= 0, 求 ∂z
∂x

+ ∂z
∂y

.

解: F ′
1(1− ∂xz)− F ′

2∂xz = 0, −F ′
1∂yz + F ′

2(1− ∂yz) = 0.

上述两式相加, 得: F ′
1 + F ′

2 = (F ′
1 + F ′

2)(∂xz + ∂yz). 从而 ∂xz + ∂yz = 1.

4. 设 x = eu cos v, y = eu sin v, z = uv, 求 ∂z
∂x
, ∂2z
∂x∂y

.

解: ∂xz = v∂xu+ u∂xv, ∂2
xyz = ∂xu∂yv + ∂xv∂yu+ v∂2

xyu+ u∂2
xyv.

对 x, y 关于 u, v 的表达式两边分别关于 x, y 求偏导得:

1 = eu cos v∂xu− eu sin v∂xv, 0 = eu cos v∂yu− eu sin v∂yv;

0 = eu sin v∂xu+ eu cos v∂xv, 1 = eu sin v∂yu+ eu cos v∂yv.

从而 ∂xu = e−u cos v, ∂xv = −e−u sin v; ∂yu = e−u sin v, ∂yv = e−u cos v.

进一步有 ∂2
xyu = −e−u cos v∂yu− e−u sin v∂yv = −e−2u sin(2v).

∂2
xyv = e−u sin v∂yu− e−u cos v∂yv = −e−2u cos(2v).

从而 ∂xz = e−u(v cos v − u sin v), ∂2
xyu = e−2u{cos(2v)− v sin(2v)− u cos(2v)}.

5. 求积分 I =

¨
D

e−y2

dxdy, 其中 D 是由直线 x = 0, y = 1 和 x = y 围成的闭区域.

解: I =

ˆ 1

0

dy

ˆ y

0

e−y2

dx =

ˆ 1

0

ye−y2

dy = −1

2
e−y2∣∣1

0
=

1

2
(1− e−1).



6. 求 I =

ˆ
C

(1 + yex)dx+ (x+ ex)dy, 其中 C 为沿椭圆
x2

a2
+

y2

b2
= 1(a > 0) 由点 A(a, 0) 按逆时针方向

到 B(−a, 0) 的弧线.

解:取曲线 C1为 x轴上从 (−a, 0)到 (a, 0)的一段,则曲线 C 与曲线 C1所围区域 D1 = {(x, y) : x2

a2 +
y2

b2
≤

1, y ≥ 0} 以 C + C1 为其正向边界. 从而结合格林公式:

I =

ˆ
C+C1

(1 + yex)dx+ (x+ ex)dy −
ˆ
C1

(1 + yex)dx+ (x+ ex)dy

=

¨
D1

dxdy −
ˆ a

−a

dx

=
π

2
ab− 2a.

7. 求三元积分 I =

˚

Ω

(x+ y + z)2dxdydz, 其中 Ω 为区域 {(x, y, z) : x2 + y2 ≤ z ≤ 2}.

解: 由于区域关于 x, y 对称, 从而

I =

¨

Ω

(x2 + y2 + z2)dxdydz

=

ˆ 2

0

dz

ˆ
x2+y2≤z

(x2 + y2 + z2)dxdy

=

ˆ 2

0

dz

ˆ 2π

0

dθ

ˆ √
z

0

ρ(ρ2 + z2)dρ

= π

ˆ 2

0

(
z2

2
+ z3)dz =

16π

3
.

8. 求第一型曲线积分 I =

ˆ
C

xyds, 其中 C 为 y2 = 2x 上 (0, 0) 到 (2, 2) 的一段弧.

解: I =

ˆ 2

0

y3

2

√
1 + y2dy =

1

4

ˆ 4

0

y
√

1 + ydy =
1

6
y(1 + y)3/2

∣∣4
0
−1

6

ˆ 4

0

(1 + y)3/2dy =
5

3

√
5 + 1/15.

二. ( 本题 8 分 ) 求曲线
{

y2 − 2x = 1

x2 + 2y2 + z2 = 6
在点 P0(0, 1, 2) 处的切线和法平面方程.

解: l⃗1 = (−2, 2y, 0)
∣∣
P0
= (−2, 2, 0), l⃗2 = (2x, 4y, 2z)

∣∣
P0
= (0, 4, 4), 从而所求切线的方向为:

n = l⃗1 × l⃗2 = 8(1, 1,−1), 可取其平行方向 n0 = (1, 1,−1).

从而所求切线方程为: x = y − 1 = −(z − 2), 所求法平面方程为: x+ y − z + 1 = 0.

三. ( 本题 10 分 ) 求二元函数 f(x, y) = 3x2 + 2
√
2xy + 4y2 在约束条件 x2 + y2 = 1 下的最大值和最小值.



解: 构造拉格朗日函数: F (x, y, λ) = f(x, y) + λ(x2 + y2 − 1), 从而令：

∂xF (x, y, λ) = 6x+ 2
√
2y + 2λx = 0,

∂yF (x, y, λ) = 2
√
2x+ 8y + 2λy = 0,

∂λF (x, y, λ) = x2 + y2 − 1 = 0.

解得可疑驻点为：当 λ = −2 时, P1(−
√
6
3
,
√
3
3
), P2(

√
6
3
,−

√
3
3
); 当 λ = −5 时, P3(

√
3
3
,
√
6
3
), P4(−

√
3
3
,−

√
6
3
)).

经计算得: f(P1) = 2, f(P2) = 2, f(P3) = 5, f(P4) = 5. 所以所求最大值为 f(P3) = f(P4) = 5, 最小
值为 f(P1) = f(P2) = 2.

四. ( 本题 10 分 ) 已知 S 是圆柱体

C1 = {(x, y, z) : x2 + y2 ≤ 1,−1 ≤ z ≤ 1}, C2 = {(x, y, z) : x2 + z2 ≤ 1,−1 ≤ y ≤ 1}

的交集所在区域的表面, 求曲面 S 的面积.

解: 由对称性, S 的面积 S = 4

ˆ
x2+y2≤1

√
1 +

1

1− x2
dx = 4

ˆ 1

−1

dx

ˆ √
1−x2

−
√
1−x2

1/
√
1− x2dy = 16.

五. ( 本题 12 分 ) 设 Dt = {(x, y) : t ≤ xy ≤ 2t, t ≤ y
x
≤ 2t, x > 0, y > 0}(t > 0), 则 (1). 对固定的 t > 0, 求

区域 Dt 的面积; (2). 求常数 α, β, 使得 β = lim
t→0+

1

t2

[¨
Dt

e
y
x dxdy − αt

]
.

解: (1). 令 u = xy, v = y/x, 则 J(u, v) = 1
2v

, 从而: S(Dt) =

ˆ 2t

t

du

ˆ 2t

t

1

2v
dv =

ln 2

2
t.

(2).
ˆ
Dt

ey/xdxdy =

ˆ 2t

t

du

ˆ 2t

t

ev

2v
dv =

ˆ 2t

t

du

ˆ 2t

t

ev − 1

2v
dv +

ln 2

2
t = eξ

t2

2
+

ln 2

2
t (ξ ∈ (t, 2t)).

当取 α = ln 2
2
时, lim

t→0+

1

t2

[¨
Dt

ey/xdxdy − αt

]
= lim

t→0+
eξ/2 = 1/2 = β.

从而 α = ln 2
2
, β = 1/2.

六. ( 本题 12 分 ) 讨论函数 u(x, y) =


φ(x) arcsin(xy2)

x2 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
在点 (0, 0) 处的连续性、可偏导性、

可微性及连续可微性 (其中 φ(x) 为 R 上的连续可微函数).

解: |u(x, y)| ≤ |φ(x)||x|y2/(x2 + y2) ≤ |φ(x)||x|, 从而 lim
x→0
y→0

u(x, y) = 0 = u(0, 0), 即 u(x, y) 在 (0, 0) 点连

续.

∂xu(0, 0) = lim
x→0

u(x,0)−u(0,0)
x−0

= 0, ∂yu(0, 0) = lim
y→0

u(0,y)−u(0,0)
y−0

= 0. 从而 u(x, y) 在 (0, 0) 处可偏导.

此时当 φ(0) = 0 时, |u(x, y)| ≤ |φ(x)||x| = o(ρ) ((x, y) → (0, 0)), 从而 u(x, y) 在 (0, 0) 点可微; 而当
φ(0) ̸= 0 时, lim

x→0+

u(x,x)√
x2+x2 = φ(0)

2
√
2
̸= 0, 从而 u(x, y) 在 (0, 0) 处不可微, 从而更不是连续可微.



在 φ(0) = 0 的情形下, 当 (x, y) ̸= (0, 0) 时,

∂xu =
φ′(x) arcsin (xy2) + φ(x)y2/

√
1− x2y4

x2 + y2
− 2xφ(x) arcsin(xy2)

(x2 + y2)2

∂yu =
2xyφ(x)/

√
1− x2y4

x2 + y2
− 2yφ(x) arcsin (xy2)

(x2 + y2)2

此时,

lim
x→0
y→0

∂xu = 0 = ∂xu(0, 0), lim
x→0
y→0

∂yu = 0 = ∂yu(0, 0).

从而当 φ(0) = 0 时, u 在 (0, 0) 处连续可微; 在其他点处, 由于 u 是光滑函数, 从而连续可微.


