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2014-2015学年第二学期第一层次微积分 II期中试卷参考答案 2015.4.25

一、计算下列各题：（每小题 6分，共 48分）

1. 设函数 arctan xz
y

 ，求
2 2

2 2

z zz
x y
 

  
 

.

解：
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2= ; = ; = ; = ;
( ) ( )

z y z x z xy z xy
x x y y x y x x y y x y
     
       

0.z 

2. 求曲线
2 2

2 2

,
2

z x y
x y x

  


 
在点 (1, 1, 2) 处的切线方程与法平面方程.

解：
2 2z x y  在点 (1, 1, 2) 处的法向量为： 1 (2, 2, 1)n   


，

2 2 2x y x  在点

(1, 1, 2) 处的法向量为： 2 (0, 1,0)n  


，故曲线在点 (1, 1, 2) 处的切向量为 (1,0, 2)，所

以所求切线方程为：
1 1 2

1 0 2
x y z  

  ，法平面为： 2 5 0.x z  

3.求函数 sin( )xu x e y z   在点 (1,1,1)A 处沿 (1, 2, 2)l  


的方向导数.

解：u在 A的梯度为： (1, , )gradu e e  ，
0 1 (1,2, 2)

3
l  


，
1 4 .

3A

u e
l
 

 



4. 求函数 2 22 3 3z x xy y x y      的极值.

解：令

2 1 0,

4 3 0,

z x y
x
z x y
y

    
    


，解得驻点为： 0 (1, 1)P  ，又 2, 1, 4A B C   ， 7   ，

0A  ，所以 z在 0P 处取得极小值，极小值为 1，无极大值.

5. 计算二重积分 1 | 3 |
D

I y x dxdy  ，其中D： 2 2 1x y  .

解：将积分区域D： 2 2 1x y  用 3 0y x  分成 2个部分，在直线 3 0y x  上

方的部分记为 1D ，下方的部分记为 2D . 则有

1 2

1 ( 3 ) ( 3 )
D D

I y x dxdy y x dxdy    
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2 51 1 23 3
20 0

3 3

8( sin 3 cos ) (sin 3 cos ) .
3

d r r rdr d r dr
 

             

6．求三重积分 | |
2

yI e dxdydz


  ，其中： 2 2 2 1x y z   .

解：由对称性， 2
( 0)

2 y

y

I e dxdydz
 

  ，由先二后一法，得

2 2 2

1 1 2 2 1
2 00 1 0

2 2 (1 ) 2 (2 1) | 2 .y y y

x z y
I e dy dxdz e y dy e y y  

  
        

7. 求
2 2 2

3 ( )
C

I x y z ds   ， 其 中 C 为 螺 旋 线 cos , sin ,x a t y a t z bt  

(0 2 )t   的部分 .

解：
2 3 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 00

4( ) ( ) | 2 ( ).
3 3
b t bI a b t a b dt a b a t a b a

          

8． 求
2 3

4
1( 3 ) ( sin )
3

x

C
I x y xe dx x y y dy    ，其 中 C 为摆 线 sin ,x t t 

1 cosy t  从 (2 ,0)A  到 (0,0)O 的一段弧 .

解：补上 : 0, : 0 2OA y x   ,注意到
2( , ) 3 ,xP x y x y xe  31( , ) sin ,

3
Q x y x y y 

2Q Px
x y

 
 

 
，由 Green公式， 2 3

4
1( 3 ) ( sin )
3

x

C OA OA
I x y xe dx x y y dy

 
   

2 2 2
4 00

3 3 ( 1) | 3 (1 2 ) 3.x x

OA
I Pdx Qdy xe dx e x e

              

二、设函数

2 2

2 2
ln(1 ), ( , ) (0,0) ,

( , )
0, ( , ) (0,0) .

x y x y x y
f x y x y

x y

    
 

试讨论 ),( yxf 在

)0,0( 处的连续性，可偏导性与可微性 .（12分）

解：
2 2

2 20 0
0 0

lim ln(1 ) lim( ) 0 (0,0)
x x
y y

x y x y x y f
x y 

 


     



 ,f x y所以 在(0,0)处连续.

0 0

0 0

ln(1+| |)
( ,0) (0,0) | |(0,0) lim lim 1.

ln(1+| |)
(0, ) (0,0) | |(0,0) lim lim 1.

x x x

y y x

x x
f x f xf

x x
y y

f y f yf
y y

 

 

   


    
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 ,f x y所以 在(0,0)处可偏导.

2 2

2 2

ln(1 )
( , ) (0,0) (0,0) (0,0) ( )[ 1]x y

x y
f x y f f x f y x y

x y


 
       


记

2 2

2 2

2 2 2 2( , ) (0,0) ( , ) (0,0)

ln(1 )( )[ 1]
lim lim

x y x y

x yx y
x y

x y x y


 

 
 




 

20

(cos sin )(ln(1 ) )lim 0.
r

r r r
r

 
 

  
   ,f x y所以 在(0,0)处可微.

三、求曲面
2 2 2

2 2 2: 1x y zS
a b c
   上的一点 ( , , )P x y z ，使得由 , ( ,0,0), (0, ,0),P A a B b

(0,0, )C c 构成的四面体体积最大 .（10分）

解：只需使得 ( , , )P x y z 到 ABC 的距离最大. ABC 所在的平面为： 1x y z
a b c
   ，

故点 P到 ABC 的距离的平方为： 2 2 2

( , , )f x y z
a b c   

，其中
2( , , ) ( 1)x y zf x y z

a b c
    .

构造拉格朗日函数：
2 2 2

2
2 2 2( , , , ) ( 1) ( 1)x y z x y zF x y z

a b c a b c
         ，由下列方程组

2

2

2

2 2 2

2 2 2

2 2( 1) 0,

2 2( 1) 0,

2 2( 1) 0,

1.

F x y z x
x a a b x a
F x y z y
y b a b x b
F x y z z
z c a b x c
x y z
a b c







       
       

      
 

   


得唯一驻点为 ( , , )
3 3 3
a b c

. 由几何意义，该

问题一定存在最大值，驻点又唯一，故所求点为 ( , , )
3 3 3
a b c

.

四、求柱面
2 2x y y  与球面

2 2 2 1x y z   所围立体的体积与表面积.（12分）

解：
2 2

sin2 2 22
0 0

4 1 4 1
x y y

V x y dxdy d r rdr
 


 
      

32
0

4 4 2 2 4(1 cos ) ( ) ( ).
3 3 2 3 3 3

d
        

球面被柱面割下的曲面面积记为 1S ，由曲面的形状，只要求出第一卦限的曲面面积乘
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以 4就可以. 此时曲面方程为： 2 21z x y   ，
2 2

1
1

dS dxdy
x y


 

,

2 2

sin
2

1 2 2 2( 0) 0 0
4 4 2 4.

1 1x y y x

dxdy rdrS d
x y r

 
 

  
   

  
  

柱面被球面割下的曲面面积记为 2S ，由曲面的形状，只要求出第一卦限的曲面面积乘

以 4就可以. 此时曲面方程为： 2x y y  ，
2

1
2

dS dydz
y y




,

1

1 1

2 2 20 0
4 4 4.

2 2

y

D

dydz dzS dy
y y y y


  

 
  

其中 1 : 0 1 ,0 1.D z y y     所以所求曲面面积为： 2 .

五、计算三重积分
2I z dxdydz



  ，其中为 2222 Rzyx  ，
2 2x y Rx  所围成

的空间区域（其中 0R  ） .（10分）

解：用先一后二法以及对称性和柱坐标，且在 xOy面的投影为： 2 2x y Rx  ，所以

有
2 2 2

2 2 2 2 3/2

0

22 ( )
3

R x y

D D
I dxdy z dz R x y dxdy

 
     

cos2 2 2 3/2 2 2 3/22
( 0) 0 0

4 4( ) ( )
3 3

R

D y
R x y dxdy d R r rdr

 



      

5 5 52
0

4 2 16(1 sin ) ( ).
15 15 15
R d R



     

六、设 ( )f x 在区间 [ , ]a b 上连续，证明： ( ) ( ) 2( ) .f x f y

D
e dxdy b a   其中积分区域为

{( , ) | 0 ,0 }D x y x a y a     .（8分）

证明： 由对称性
( ) ( ) ( ) ( )f x f y f y f x

D D
e dxdy e dxdy   ，所以

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 [ ]
2

f x f y f x f y f y f x

D D D
e dxdy e dxdy e dxdy     

=
( ) ( ) ( ) ( ) 21 [ ] ( ) .

2
f x f y f y f x

D D
e e dxdy dxdy b a     


